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内 容 提要 


本 书 为 高 等 学 校 数 学 参考 折 。 主要 和 级 述 图 论 的 基本 知识 及 其 应 用 ， 在 应 用 方 南 
重点 选 缩 了 与 交道 运输 、 信 息 传输 有 关 的 内 容 。 爹 书 共 分 七 意 ， 简 楼 地 介绍 了 图 的 
基本 概念 、 图 的 运算 、 图 在 电子 计算 机 星 的 存储 、 图 的 图 和 树 、 路 径 问 厂 、 极 大 流 
和 问题、 随机 网 上 的 极 大 概 以 及 最 小 费用 、 景 优 定 址 等 内 容 。 另 外 ， 为 了 便于 读者 学 
习 ， 在 第 一 童 内 还 选 总 了 集合 论 和 竹 阵 的 基本 知识 。 本 书 供 高 等 工科 院 校 师 生 、 研 
宽 生 及 工程 技术 人 员 、 科 研 人 员 和 参考 用 。 
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一 、 由 于 图 论处 理 问 题 的 方法 的 多 样 性 和 它 的 应 用 广泛 性 ， 要 想 把 它 的 主要 内 容 硫 括 到 
一 本 书 里 是 很 困难 的 。 汪 书 只 选编 了 与 交通 运输 管理 有 关 的 内 容 ， 这 些 内 容 对 信息 传输 也 是 
直接 有 关 的 。 

二 、 为 了 便 寺 读 者 查阅 图 论 所 涉及 的 预备 知识 ， 本 书 选 编 了 集合 论 和 逢 阵 的 基础 知识 
对 于 热 悉 这 部 分 内 容 的 读者 可 以 从 第 二 章 读 起 。 

三 ， 和 其 它 数学 分 支 一 样 ， 现 在 随机 性 图 论 正 在 发 展 之 中 。 在 这 方面 有 两 种 趋向 ， 其 一 
是 把 图 与 马尔 科 夫 链 相 联系 ， 使 之 相 秧 相 成 ， 其 二 是 借助 统计 方法 研究 随机 网 上 的 流 ， 我 们 
在 第 六 章 后 选编 了 后 一 内 容 的 一 部 分 。 但 本 书 主要 是 讲 确定 性 圆 。 , 

四 、 图 论 的 应 用 越 来 越 多 地 依赖 于 电子 计算 机 ， 因 此 我 们 选编 了 图 的 存储 方式 和 某 些 计 
算 的 Fortran 程 序 。 然 而 不 应 有 错觉 ， 对 有 限 图 无 须 作 理论 研究 ， 只 须 让 电子 计算 机 采 用 历 
数 的 方法 求 最 优 解 。 正 确 的 途径 是 先 由 理论 研究 列 除 绝对 多 数 的 不 良 解 ， 而 后 令 电子 计算 机 
求解 ;或 者 是 先 由 理论 研究 确定 出 最 优 解 的 方法 ， 而 后 令 电子 计算 机 去 执行 。 

五 有些 定 义 在 引 人 之 后 ， 严 格 地 论证 了 它们 的 性 质 ， 如 割 集 和 基本 市 集 。 一 作 读 者 部 
悉 之 后 ， 则 说 法 上 常 采用 了 略语， 当然 以 不 致 混淆 为 限 。 例 如 把 基本 割 集 咯 为 着 集 。 

另外 ， 有 些 内 容 常 出 现在 几 种 场合 ， 如 寡 集 ， 顶 点 集 的 关联 集 ， 余 轿 等 ， 乃 是 同一 事物 
的 不 同 侧面 ， 读 者 应 以 掌握 实质 为 中 心 。 

六 、 本 书 虽 然 比 较 注意 系统 性 和 论证 的 严谨 性 ， 然 而 作为 教学 参考 蔬 ， 读 者 宜 把 注意 力 
放 在 方法 的 实质 内 容 上 ， 不 宜 在 论证 上 花 过 多 的 时 间 。 

七 、 杯 书 经 长 沙 铁道 学 院 李 蒜 营 同 志 审阅 ， 并 得 到 长 院 应 用 数学 研究 室 侯 振 挺 和 中 国 科 
学 院 数学 所 王 光 寅 二 间 志 的 关 剑 ， 一 并 表示 谢意 。 
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第 一 章 预备 知识 


第 一 节 集合 论 的 有 关 知 识 


集合 的 概念 是 现代 数学 最 基本 的 概念 ,构造 性 的 集合 论 是 实 变 函 数 ,应 用 概率 论 的 基础 ; 
而 公理 化 的 集合 论 不 但 是 测度 论 、 数 学 概率 和 布尔 代数 的 基础 ， 而 且 随 着 数理 逐 辑 的 不 断 发 
右 ， 其 重要 性 日 益 显 著 。 集 合 论 的 发 展 ， 今 天 已 普遍 到 这 样 的 程度 ， 很 难 找到 一 本 近代 数学 
书 不 用 集合 概念 。 图 论 也 是 广泛 使 用 集合 概念 的 。 


一 、 集 合 及 其 运算 


定义 1.1: 不 论 在 纯 数学 还 是 在 应 用 数学 由， 经常 考虑 具有 菜 种 特殊 性 质 东西 的 全 体 ， 

这 样 的 全 体 就 叫 一 个 集合 。 我 们 总 用 一 个 大 写字 母 表示 集合 。 构 成 集合 的 每 一 个 东西 吗 作 集 
合 的 元 之 ， 简 称 元 。 为 了 把 集合 概念 一 目 了 然 地 表示 出 来 ， 引 入 下 列 符号 

‘3zy P 
表示 “存在 具有 狂 质 P 的 个 体 z”， 其 中 “ 习 ” 叫 作 特 称 符号 。 

CYz) PP 
表示 “对 于 所 有 2z 都 有 性 质 忆 ”， 其 中 “六 ” 遇 全 称 符号 。 具 有 特殊 性 质 已 的 元 素 = 的 集合 
S 表示 为 ， 


S={z, P(x)} 

4 是 S 的 元 素 ， 或 a 属于 S 可 表示 为 
a€s 
否则 表示 为 a€S 


集合 的 元 素 可 以 是 任何 类 型 的 家 西 。 例 如 一 组 选 定 的 点 ! 全 国 各 火车 站 全国 铁 路 各 站 
闻 的 所 有 区 段 ， 各 区 段 的 通过 能 力 ， 全 国 铁路 职工 等 等 都 是 集合 的 例子 。 
关于 集合 的 运算 我 们 给 出 以 下 定义 。 
定义 1,2;， 我 们 说 集合 A 与 B 相 等 ， 记 作 
A=B 
系 指 A 与 B 有 共同 的 元 素 。 即 z€A 乞 一 沪 ZE BL 符号 “ 亏 一 瀛 ” 称 为 等 价 符 , 两 个 命 是 已, 与 
了 了, 等 价 ，P ,所 二 过 号, 表示 了 ,与 P, 同 真 〈 成 立 ) 或 同 优 《不成立 ) ]。 
定义 1.3， 我 们 说 集合 和 A 为 集合 B 的 子 集 ， 系 指 和 A 中 所 有 元 均 在 B 中 ， 
- oEA 一 = acBH 
记 为 AcCB 
《符号 一 仿 称 为 瘟 涵 符 。 命 题 已; 萄 涵 已 :， 已 ,一 仿 已 。。 在 本 书 范围 内 可 理解 为 已; 成 立时 已 
必 成 立 。 其 全 部 含义 是 ， 当 书 ; 成 立 而 已 :不 成 立时 ， 书 ,一 人 已 :为 假 ， 否 则 为 真 ) 。 
定义 1.4， 不 含 任 何 元 素 的 集合 叫 作 空 集 ， 记 为 5。 须知 只 有 一 个 元 素 零 的 集合 ， 
A={0} 


2. 


不 是 空 僻 。 同 样 {6} 含 有 一 个 元 案 ， 也 不 是 空 集 。 由 于 逻辑 上 的 理由 ， 规 定 任 一 集合 均 以 
空 集 为 子 集 。 
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素 ， 


定义 1.5， 我 们 说 集合 A 与 B 的 并 为 集合 C， 系 指 C 包 含 且 只 包含 A 和 B 中 的 元 ; 
rEC4—>xE A 或 xEB( 至 少 有 一 个 成 立 )。 


记 为 C=AUB 
例 1. 1 A={r,0<rE5}, B={r, 3837<7} 
则 C=AUB={z:0Sxz<7} 


定义 1.8， 我 们 说 集合 A 与 B 的 交 ( 集 ) 为 C， 系 指 C 包 含 且 只 包含 A 与 B 的 公共 元 


zEC<e 一 人 xzEA 与 FEB (同时 成 立 ) 。 
记 为 C=AnB 
例 1.2: 设 A 与 B 为 例 1.1 中 的 集合 , 则 C=ANB={z,3<r<5} 
定义 1.7， 我 们 说 集合 A 与 B 的 差 集 为 C， 系 指 C 包 含 且 只 包含 属于 A 而 不 属于 卫 的 元 


ZEC<c 一 2CEA 与 rCEB (同时 成 立 ) 。 


记 为 C=A-B 
例 1.5， 对 于 例 1.1 中 的 集合 A 与 B. C=A 一 B={x0<r<3}, 
又 C=B-A={r,5<7r<7} 


定义 1.8， 我 们 说 集合 A 与 B 的 对 称 差 为 C， 系 指 
C=(A~-B})U(B-A) 
记 为 C=AAB 
例 1.4， 对 于 例 1.1 中 的 集合 A 与 B， 
C=AAB={z:0 和 rz<3jUfz:5<z<7J= {zi0S7<3 或 5<T<7}。 
定义 1.9， 设 为 一 个 集合 ， 以 了 的 所 有 子 集 为 元 索 的 集合 称 为 了 的 等 集合 , 记 为 史 (V) ， 


特别 四 与 V 本 身 均 属 于 F(V)， 


$ EPW VEFCVD) 
此 外 对 任 一 AE(V) 称 


Ar=Y~A 


为 A 《关于 V) 的 补 ( 集 ) 。 在 不 致 视 详 的 条 件 下 ， 为 了 方便 用 人 表示 v。 


定义 1.10， 我 们 说 集合 C 为 A 与 BB 的 笛 卡 尔 标 积 (或 直 积 ) ， 系 指 
C=AxB={(a,6), a€A, bEB} 


并 称 A 与 B 为 C 的 边界 。 


关于 这 些 运 算 ， 我 们 指出 下 列 性 质 。 
性 质 1.1， 交 换 律 . 
AUB=BUA, ANB=BNA, AAB=BAA 
性 质 1.2， 结 合 律 
” ‘(AUB)UC=AU(BUC) 
(ANB)NC=AN(BNC) 
性 质 1.5， 分 配 律 


(AUBNC= (ANCU(BNC) 
(ANB)UC=(AUC)N(BUC) 


性 质 1.4， 了 吸收 律 
(ANB)UA=A 
我 们 在 下 边 对 分 配 律 给 出 证 朋 ， 其 余 各 福 质 希望 读者 自己 补 出 证 明 ， 借 以 熟悉 这 些 狂 
质 。 
证 ， (AUB)NC=(ANCIU (BNCY 
- 定义 1,6 
设 ， 了 zE(AUB)nC<e 一 性 xzEAUB 与 rEC 
定义 1.5 
后 一 性 (rEA 与 zEC) 或 (rzEB 与 ZEC) 
定义 1.6 
所 一 >zE(AnC) 或 rzrE(BnC) 
定义 1.5 
所 一 :reE(AncIUCBnC) 
故 得 zE(AUB)InCe>zE(AnCIUGBnCy 
由 定义 1.2 得 知 (AUBNC=(ANC)U (BNC) 
再 证 (AnB)UC=(AUCnIBUC) 
定义 te5 
设 zE(AnB)UC< 一 >zE(AnB) 或 xzEC 


定义 1,6 
>(rEASX7EB) 或 YEC 
定义 1.5 

二 祖 z€E (AUC)SrE(BUC) 


定义 1.6 
€—>rE(AUCI NBUC) 
为 了 显示 集合 运算 的 直观 意义 ， 我 们 给 出 它们 的 图 解 。 明 影 部 分 表示 运 算 结 果 《〈 见 图 
1 一 1)。 


AnB 


A-B8 
图 1 一 1 集合 运算 的 图 解 
性 质 1.5，De Morgan( 狄 摩根 ) 公式 
(AUB)=ANB, ANB=AUB. 
A=A。 AUA=V, ANA=, 


今 正 ， (AUB)=ANB 


一 一 -定义 1,9, 定 义 1,7 
设 ， rE(AUB)4=————>r€V 与 7E (AUB)< 拓 今 


RL rEVS(E A 与 7 EB 4 


(rEVSr EA)S( rEVSr EB E> 


定义 1,8 定义 1.9 一 一 
<€—~FrEV-ASrEV-B 秆 一 之 zEA 与 CEB 


定义 1.6 一 一 
<—rEANB 


故 得 CAUB)=ANB 
作为 练习 请 读者 补 证 出 其 余 各 条 。 


二 、 映 射 


定义 1.11， 我 们 说 T 是 从 集合 &A 到 了 中 的 一 个 隐 射 ， 系 指 工 是 一 个 对 应 关系 或 法 则 ,使 对 
任 一 *EA， 有 也 的 子 集 民 与 之 对 应 。 记 为 


A 一 >B 。 我们 也 允许 =4 
如 图 1 一 2 所 示 ， 其 中 .一 {61,64,…,64} ,特别 当 &= 1 时 ， 称 映射 全 为 单 值 的 ， 记 
为 
P=b 或 Tla)=6 


图 1 一 2 了 映射 


并 说 入 为 喘 身 的 定义 域 ， 称 本 (4) = ,UT, 为 太 的 信 城 。 一 般 来 说 PCA) CB， 即 (A》 
为 了 的 真子 集 。(A 为 B 的 真子 集 , 系 指 ，( 1)A 为 B 的 子 集 ;《2)(3z) z EB 但 z A)。 特 别 
当 

F(A)=B 


时 ， 我 们 说 为 从 A 到 BB 上 的 映射 。 
定义 1.12， 我 们 说 两 个 映射 夏 , 与 让 ,相等 


T=T, 
系 指 ,与 ,有 共同 的 定义 域 A， 和 共同 的 值 域 i(A) 一 T:(A)， 而 且 对 于 任 一 aE A 
总 有 Ti(a) =T, (0) 


定义 1.13， 车 A 上、B， 且 对 任 一 a € 人 A 总 有 TCo) 5b。 则 称 T 为 以 5 为 值 的 囊 值 观 
射 。 若 和 二 B ,而 且 对 任 一 a EA 


总 有 [= 一“ 
则 称 工 为 恒 等 映射 ， 用 I 来 表示 。 


定义 1.14， 设 A -> BB， 和 若 厂 是 单 值 的 ， 县 由 (a) =T(a 仆 一 这 a 一 a ， 则 称 厂 为 1-1 
对 应 的 映 躺 ， 司 [是 从 A 到 吕 上 的 1- 1 对 应 的 映射 ， 则 称 上 为 完全 的 1-1 对 应 的 映射 

定义 1.15， 若 [为 从 集合 人 到 B 上 的 完全 1 - 1 对 应 的 胰 射 ， 我 们 定义 工 的 道 映 射 P 如 
下 ， 

对 任 一 6 EB， 定 义 1Cb) 一 a 

其 中 a € A， TCa) =b5。 吻 见 -! 的 定义 域 与 信 域 从 分 别 为 的 值 域 和 定义 域 。 


定义 1.16， 没 A 下 B， 昌 一 > C， 定 义 由 A 到 C 的 映射 五 = 本 0 丰 1 如 下 ; 
对 任 一 a EA， (a) = (TaeTi) (a) 一 Ts [Ti(o)] 并 称 TieTs 为 Ti 与 Ts 的 复合 映 


图 1 一 3 复合 映射 


定义 1.17， 设 AiCA, 并 有 A 一 > 了 ,A1>B。 若 对 任 一 a1€ A 总 有 Ta,) = a) 
则 称 F ,为 在 A, 上 的 限制 ， 反 之 元 [为 ,在 A 上 的 扩张 ， 记 为 Ti=T|A， 


定义 1.18， 设 A 一 >B， 由 此 定义 


工 ~ 
FA IB) XEP(ANT(X)={T (a), a EX}E 9 (B) 


GB SFANY EPBN, TY) ={z: T(z) EY}E F(A), 
性 质 1.6， 设 Xi，Xs E 9(A)，Yi，YsE 2(B) 则 
XCX, FTX) TK) ， 
Fox,ux,) =F XUFC X,Y) 
TKNXD)E PXI NF) 
YcY—3 YY) ct oY,)s 
FY UY = UT Ys 
Fr CY, NYD)= PC UN, 
CF) = TY 。 


和 


广 : 我 们 从 上 诱导 由来 的 企及 下 ~ 为 节 写 上 的 方便 计 ， 在 不 致 混 少 的 条 件 下 ， 仍 写 为 [及 [ '。 
作为 练习 请 读者 首先 从 直观 上 掌握 上 列 各 人 性质， 而 后 给 出 论证 。 试 找 出 两 个 具 体 的 X， 
与 X; 使 (XNXD) ST(X) NT(X,), 


6 。 
定义 1.19， 我 们 说 入 ;,，A，,，…A, 为 集合 A 的 一 个 分 割 ， 系 指 


(1) 对 任何 不 同 的 i,j ANMNA,=$s 
(2) UV A,=A, 
三 、 基 数 《 势 


我 们 的 图 论 主 变 讨 论 有 限 图 ， 侦 然 涉 及 可 列 情 况 。 因 此 我 们 的 基数 或 势 至 多 为 可 列 情 
况 ， 所 谓 基 数 是 省 于 个 数 的 数学 概念 ， 详 述 于 下 。 
定义 1.20。 我 们 说 集合 A 与 B 是 等 价 的 ， 系 指 存 在 一 个 从 入 到 B 上 的 完全 1-1 对 应 的 
映射 。 记 为 A~B。 
练习 1， 试 举 出 三 对 等 价 集 。 
性 质 1.7; 
(1) A~As 
(2) 若 A~B 一 >B~As; 
(3) 若 A~B 与 BC= 僵 A~Co。 
证 明 : 
《1)》 取 PP(o) 为 A 上 的 全 等 映射 ，LCc) =a， 则 !(e) 为 A 到 入 上 的 完全 1- 1 对 应 的 贞 
射 。 
《2》 因 为 &B， 故 存在 A 到 B 上 的 完全 1~1 映 射 P(a )。 
由 定义 1.15 可 知人 ! (5) 为 从 B 到 和 A 上 的 完全 1~ 1 映射 。 
《3) 因为 A~B 与 了 BC， 故 存在 完全 1- 1 对 应 的 映射 下 :与 Da 


Ts Ts 
A—B, B—C。 
易 见 太一 让 ,三 , 为 从 入 到 C 上 的 完全 1- 1 映射 。 


图 1 一 4 复合 胸 射 

定义 1.21， 凡 集合 和 与 集合 B 等 价 ， 我 们 就 说 它们 有 共同 的 基数 或 势 。A 的 势 记 为 |A1 ， 
于 是 由 和 ~~B， 则 得 IAI = |B|。 

基数 或 势 是 表示 集合 中 苑 素 多 少 的 指标 ， 当 两 个 集合 等 价 时 ， 则 可 以 说 它们 有 一 样 多 的 
元 ， 从 而 它们 有 共同 的 势 。 集 合 S = {a，9oa,…e 小 的 势 为 ， 记 为 1S1 = 9 , 势 1S1 oo 的 
集合 S 称 为 有 限 集合 。 凡 与 S 等 价 的 集合 的 势 显然 也 是 。 

定义 1.22; 令 工 ={1，2，3 1 

凡 与 I 等 价 的 集合 均 称 为 可 数 集 。 集 合 A 可 数 的 充分 必要 条 件 是 可 排 为 


A={n., 0a, 0m 


第 二 节 ”矩阵 的 有 关 知 识 


矩阵 和 置换 属 对 图 论 的 发 展 起 着 巨大 作用 ， 然 而 我 们 只 把 这 些 作 为 方法 。 为 便于 不 熟 生 
这 些 内 容 的 读者 能 顺利 掌握 图 论 木 身 ， 免 得 各 处 查找 矩阵 的 有 关公 式 和 基本 概念 ， 我 们 在 这 
里 提供 矩阵 的 最 基本 的 常识 。 


一 、 和 矩阵 及 其 运算 
定义 1.23，mm x 呈 阶 矩阵 ， 系 指 排列 为 各行 " 列 的 数字 或 元 素 组 成 的 秆 形 ， 
Qn Gls a, 
Ga Gas an 
A 
| Gma 
或 简写 为 ”A =[a, 门 ， 当 需要 强调 矩阵 的 阶 数 时 ， 将 A 改 为 As。 除 非 有 特殊 说 明 , 总 设 元 
素 ai 为 实数 。 
定义 1.24， 两 个 矩阵 A 和 B 称 为 相等 ， 系 指 它们 的 阶 数 相同 ， 而 且 对 一 贸 1 ， j 总 有 
Qi= bie 
特别 称 A,, 为 方 阵 。 
定义 1.25， 
《1) 设 A =[a,,]， 对 任意 常数 c， 定义 cA =fca 小 
Ac=[auc) 


(2) 设 A 与 B 有 相同 的 阶 ， A 一 Law]; Bsa 一 [5,1J。 定 义 它们 的 和 为 C=[e i], 系 
指 对 一 切 i、j，cw=4w+ bw 记 为 . 


om 


C=A+B; 
(3) 设 A =[a,)J]，B,,=[641]。 定 义 它们 的 积 为 Cas 一 [ews], 系 指 对 一 切 主 各 了 


ew 一 了 Da.,bw 记 为 


1 


C=A"Br 
(4) 我 们 说 矩阵 A 一 [et] 的 转 置 为 An=[afi， 系 指 对 一 切 守 与 了 总 有 ， 
Gis=aise . 

性 质 1.8， 关 于 矩阵 的 上 列 运 算 有 下 列 性 质 ， 特 别 需 要 指出 的 是 乘法 一 般 没 有 交换 律 
《1) 结合 律 (A+B)+C=A+(B+C)s 

(AB)C=A(BC)。 
(2) 分 配 律 CA+B)=CA+CBs 

(A+B)}C=AC+BC。 
{ 3) 交换 律 A+t+B=B+A,。 
《4) 转 置 律 (A)’=A; (A+B)’=A’+B’; 

(AB)’=B’A’。 


定义 1.26， 元 素 cll，aaa，ass，…，qm 思 作 方 阵 A,,= [at] 的 主 对 角 线 元 ， 或 说 它们 
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构成 方 阵 的 主 对 角 线 。 

若 方 阵 入 ,二 [5a;;] 的 元 关于 主 对 角 线 对 称 ，a,j=aj,， 则 说 此 方 阵 为 对 称 的 。 

练习 2， 设 入 为 一 个 对 称 方 阵 ， 则 AA'==A。 对 任 一 矩阵 入 ,总 有 和 AA’ 和 A'A 是 对 称 方 
阵 。 

定义 1.27， 若 对 称 方 阵 ， 除 主 对 角 线 上 的 元 之 外 均 为 零 ， 则 称 为 对 角 和 矩阵 。 若 对 角 蝶 阵 
的 主 对 角 线 元 均 为 单位 1 ， 旭 称 为 单位 矩阵 ， 记 交工 。 

练习 3， 若 Dn、D,, 为 对 角 和 矩阵 ， 则 DA ws 可 由 人 no 的 各 行 以 Dn 相应 的 主 对 角 线 元 
相 季 得 ，D。s 太 ,一 [5 时 b,j 一 d,,"q,,, 其 中 d,, 为 D。n 的 主 对 角 线 元 。 同 理 可 证 A。,D。。 
三 [ewJ 时 ，c,=awu*dij。 由 此 推 知 A 一 Aw 时 ,IA=Al=A。 

定义 1.28: 只 有 一 行 或 只 有 一 列 的 矩阵 叫 矢 〈 或 矢量 ) ，x= (xz,，…，z。) 叫 行 矢 ; 
一 (757 囊 列 矢 ， 简 记 为 x 一 {z0 了 。 若 X 一 人 ia yz 及 y 一 {iyga ;go 为 
二 列 和 撩 ， 则 


7 yy 一 2181 十 2zga + Ys 
XX 
为 1 x 1 阶 和 矩阵 ， 即 纯 数 。 而 
Xo¥’ 一 [Zi 
为 nx n 阶 和 矩阵。 今后 如 无 特殊 说 明 ， 总 设 Xx,y… 为 列 矢 。 


二 、 线 性 变换 与 二 次 型 


定义 1.29， 我 们 说 同 阶 的 矢量 x:，xs，…，xz* 是 线性 相关 的 ， 系 指 存在 不 全 为 零 的 数 =， 
使 
exXI 十 CzXz 十 … 十 Cpxp 一 人 
等 号 右边 是 与 诸 z, 同 阶 的 零 矢 量 ， 邵 各 元 素 均 为 零 的 矢量 ， 否 则 称 xt，xs，…，xe 为 线性 独 
立 的 。 
定义 1.50， 线 福 变 换 
ZT1= OV ds tt a ds 
C2 Gait GY2 +t + Gs ns 


Ta= GnYi taneys + "+ Gna duo 
在 + 维 空 间 的 点 {y,，#,… ;go 与 详 维 空间 的 点 {z:，za…zoj 之 间 建 立 起 一 种 关系， 
此 处 严 与 3 不 必须 相等 。 常 称 矩 阵 丸 = 入。 一 [ay 为 变换 矩阵 。 则 由 矩阵 运算 定 义 1.25 可 
知 上 烈 变换 可 写 为 


. x=Ay 
定义 1.51， 设 x 与 y 独 立 ， 人 入 -= 一 [ao 门 则 称 
XiAy= rang 
为 变数 ,与 5) 的 双 线 性 型 。 特 别 当 mm == 8 ， x 一 y 而 人 为 对 称 时 ， 称 
wAx- DS Ti 


pl 


6， 


为 变数 z1，z;，…,f, 的 二 次 型 ， 记 为 Q(x) 或 Q(x.，x,,…z,)。 用 矩阵 表示 为 Q(X) =X’AX， 
对 称 和 矩阵 A 也 旧作 二 次 型 入 的 矩阵 。 
性 质 1.9， 设 有 二 次 型 Q (z,，za，…yzo) 一 X'Ax， 及 线性 变换 x 一 Cny 则 当 令 
B。.= 一 CAC 时 ， 
Qi 加 一 六 了 By 
为 新 变量 抽 ，Y;,……5 的 二 次 型 。 这 是 由 于 Bn 二 [5b,1] 时 ， 


bu= Deisarcn 
因为 ec 各 = cur Gi 二 a 机 
故 bu= Seiancu=b, 
所 以 B。。 为 对 称 的 。 轩 
三 、 线 性 方程 


定义 1.82， 方 阵 A.,=[e 门 的 行列 式 是 记 为 以 下 形式 的 一 个 数 ， 


qi gl ai 


Ga O22 ga 


IAl= = {asd 


Gel Gaz Cue 


1A1 的 定义 是 |A| = 了 二 ctr ,ezrs asr。， 这 里 求 和 是 对 riyrsy…r* 的 一 切 可 能 排列 取 
的 。 为 了 说 明 “+”、 “一 ”号 的 取 法 ， 我 们 先 看 一 个 实例 。 当 用 zi: 代 za， 用 za: 代 zu 用 zs 
代 xs， 用 zs 代 zs 时 ， 我 们 把 这 种 排列 写 为 《这 里 #4 = 4) ， 
( 2 3 4) 
2 1 4 3 
或 记 为 (1,2) ， (3,4) 。 对 于 有 限 个 元 的 排列 易 见 总 可 以 表示 为 有 限 个 轮换 [ (1,2) 及 (3, 和 4 
各 叫 一 个 轮换 ] 之 积 。 排 列 r1，r;,…7。， 依 轨 其 匈 换 天 子 有 个 数 个 或 寿 数 个 ， 而 称 为 偶 指 列 
或 奇 排列 。 当 r 1，rz，… 7, 为 俩 排列 时 4s，,，4 4."…0.,, 取 正 号 :为 奇 排列 时 取 估 号 。 
性 质 1.10， 关 于 方 阵 的 行列 式 有 下 列 性 质 ， 
《1) A 的 转 置 矩 阵 的 行列 式 与 入 的 行列 式 相同 ， 即 
入 全 一 | 
(2) 若 人 A 的 两 行 或 两 列 互 换 位 置 ， 则 其 行列 式 变 号 。 从 而 可 知 当 人 A 有 两 行 或 两 列 相同 
时 ， 其 行列 式 必 为 鹤 。 
(3) 若 方 隆 了 与 C 之 积 为 方 阵 A， 信 = B 。C 划 有 
IAl=1B1* {cl 
定义 1.33， 设 A 为 一 矩阵 (不 一 定 为 方 阵 ，， 信 的 子 方 阵 的 行列 式 叫 作 入 的 子 或 。 若 入 
为 方 阵 ， 则 当 其 子 式 的 对 角 线 元 均 为 A 的 主 对 角 线 元 时 ， 称 为 A 的 主子 式 。 
车 A =faj] 为 一 方 阵 ， 将 ai 所 在 的 行 和 列 由 A 中 册 除 ， 所 得 子 式 乘 以 (一 区 之 后 ， 
则 作 a1y 的 余子 式 ， 记 为 Au 


4 


,i0, 


性 质 1.11。 关 于 余子 式 有 下 列 展 式 ， 


" Al 如 果 足 二 
(1) | 

i 0 如 果 有 Rs 

” CIA} 如 果 有 = 
(2) Botae| 

1 0 如 果 衣 硅 ] 


定义 1.34， 和 矩阵 入 的 秩 是 满足 下 列 条 件 的 整数 r=r《 A): 
(1) 存在 入 的 一 个 + 阶 不 为 零 的 子 式 ; 

(2 ) 不 存在 太 的 大 于 " 阶 的 不 为 零 的 子 式 。 

由 此 定义 可 知人 A 二 入。 的 秩 数 r 满足 条 件 : 


rmin{m, ny 


性 质 1.12: 我 们 把 入 的 行 或 列 ， 常 看 作 矢 。 若 和 的 秩 为 > ， 则 必 可 找 出 A 的 ?个 线性 独 
立 的 行 ， 同 时 和 的 任意 r +1 行 都 是 线性 相关 的 。 对 列 有 同样 的 性 质 。 

性 质 1.13， 若 方 阵 的 行列 式 不 为 零 ，|A| 六 0 ， 则 A 的 秩 必 为 nx。 若 jAI = 0 则 A 的 秩 
必 小 于 nn。 依照 | A| 二 0 或 1A| 关 0 ， 而 称 方 阵 和 为 奇异 的 或 非 奇 异 的 。 

若 1Al 六 0 而 为 任 一 矩阵 ， 则 AB 及 BA 的 秩 与 BB 相沿 。 

定义 1.35: 设 A=[a,,] 为 一 方 降 ， 设 A, 为 4,4 的 余子 式 ， 令 A*=[a*,]， 其 中 a*;= 
人 1,， 则 称 入 * 为 入 的 伴随 转 置 矩 隆 。 
即 


| 2 0| 
IAl 0 
AA*—A*A= IAll=| | 
| 
+00 mA 
若非 奇 寞 则 为 阵 A 一 大 A*=[ 各 二 ] 称 为 人 的 洲 降 。 
A*A!=A'iA=l 


性 质 1.14: 逆 阵 有 下 列 性 质 ， 

《1) [AI 一 Ai 

《2) [和 1 一 [入 全 

(3》fTAB] =B AD 

《4) 设 了 为 区 和 ，42，…,4 为 对 角 元 的 非 奇 异 对 角 方 阵 ， 则 D-+ 也 是 对 角 方 阵 ， 其 对 
角 元 依次 为 人 4 43 

定义 1.36: 设 方 阵 C= [eof] 使 C.C' = CC=1， 则 称 C 为 正 交 方 阵 。 

性 质 1.15， 正 交 方 阵 有 以 下 性 质 ， 

(1) 1Cl = 

(2) Ci!=C’, 


(3) 之 cuco 一 6 (其 中 8% 只 当 两 足 码 相等 时 为 1， 否则 为 禹 ， 称 它 为 何 着 尼 间 符 


ol 


号 ) 。 


站 


cc 
i 


(4》 设 C1 及 Cs 为 二 同 阶 正 交 方 阵 ， 则 C=C1*Cs 也 是 正 交 的 ; 
(5》 对 于 任 一 自然 数 P<na， 和 个 行 矢 (cicta ct)， iT2 只 要 它们 满 
足 上 列 性 质 〈《3 ) ， 就 可 以 找到 另外 的 n 一 了 个 行 拓 ， 使 它们 一 起 组 成 的 nx ? 阶 和 矩阵 为 正 交 
的 。 
定义 1.87， 线 性 变换 x 一 Cy， 当 人 抵 隆 C 为 正 交 的 时 候 ， 叫 作 正 交 变 换 。 
性 质 1.16， 正 交 变 痪 的 性 质 为 保持 距离 不 变 。 因 为 XY 一 Cy，x“ 一 Y C' ， 记 以 
x x=yC’ Cy=y ly=y"y. 
即 对 于 任 一 zx 但 有 :zf+xi 十 …+ v3 一 V9 十 V 二 十 
性 质 1.17， 设 入 为 任 一 对 称 方 阵 ， 则 必 有 正 交 方 阵 C， 使 C'AC 为 一 对 角 短 阵 ; 
fh 0 
| 国 


CAC= 


1 
0 


而 且 任 一 使 A 变 为 对 角 矩 阵 的 正 交 和 矩阵 都 有 相同 的 对 角 线 元 ， 可 能 它们 的 排列 顺序 不 同 。 所 
以 对 角 线 诸 元 41，X42,… 久 4 是 入 所 特有 的 ， 称 为 A 的 固有 值 ， 它 们 是 下 列 n 次 方程 的 实 根 。 


oo ~ a | 
21 Gaa 一 个 Ga Do。 
-A= 


册 此 可 见 入 的 秩 为 其 非 零 因 有 值 的 数目 。 


和 


第 二 章 ”图 的 基本 概念 


第 一 节 历史 概 况 


图 的 理论 已 经 取得 了 非凡 的 发 展 ， 据 统计 现在 以 每 年 400 篇 文献 的 速度 向 前 发 . 展 善 ， 其 
应 用 之 广泛 也 是 少 有 的 。 它 在 电信 、 交 通 网 络 方面 : 在 物理 学 、 化 学 和 数学 的 其 它 分 支 方 
面 ， 甚 至 在 经 济 、 建 筑 和 社会 学 等 方面 ， 也 都 有 广泛 应 用 。 

区 论 之 所 以 能 高 速 发 展 是 有 其 来 由 的 。 首 先是 图 论 模型 有 广泛 的 适用 性 ， 二 是 图 论 的 图 
解 表达 式 直观 而 清晰 ， 三 是 由 于 图 论 与 其 它 科 学 的 广泛 联系 ， 特 别 是 与 其 它 数学 分 支 的 密切 
联系 ， 从 而 能 吸取 各 方面 的 研究 方法 。 

但 是 要 准确 地 追溯 图 论 的 起 源 ， 那 也 是 困 
难 的 。 按 现 有 记载 ， 图 论 的 先驱 者 有 了 欧 拉 
《Euler) ， 他 在 1736 年 解决 了 当时 闻名 的 葛 5 A 
尼 西 侈 七 桥 问 题 。 因 此 有 人 认为 欧 拉 应 该 是 所 
外 学 和 和 图 论 的 竟 基 人 。 七 桥 问 题 的 数学 实质 是 
要 证 明 图 2 一 1 不 是 一 笔画 〈 即 从 某 点 开始 经 
过 各 条 线 恰好 一 次 再 回 到 起 点 ) 。 

1847 年 ， 基 和 尔 转 夫 (Kirchhoff) 在 研究 电网 时 商定 了 树 的 三 念 和 理论 。 基 和 尔 赫 夫 是 一 
位 卓越 的 物理 学 家 ， 但 他 极 善于 抽象 思维 。 他 为 了 探索 方程 组 的 互 独立 方程 的 个 数 ， 他 把 电 
路 中 的 电器 统统 看 作 是 电路 的 一 部 分 ， 而 无 视 它们 的 电学 特征 。 以 后 他 用 只 有 点 和 线 外 的 受 
检 图 来 代替 原来 的 电路 ， 并 在 受 检 图 上 逐步 副 除 线 侦 ， 一 直到 使 受 检 图 变 为 一 梨 树 为 止 。 于 
是 他 得 到 如 下 的 结论 :独立 方程 的 个 数 等 于 油 除 的 线段 数 ， 而 且 对 应 于 每 一 被 删 线段 有 唯一 
的 一 个 基本 医 和 与 此 图 相 应 的 一 个 方程 。 “ . 

1857 年 ， 著 名 的 化 学 家 开 勒 (Cayley) 在 研究 同 分 异 构 体 的 结构 时 ， 独 立地 引 人 了 树 形 
图 。 我 国 著名 化 学 家 唐 歼 庆 教委 把 图 论 应 用 于 化 学 也 取得 了 一 系列 成 果 。 

第 一 次 从 数学 上 考虑 树 的 是 若 当 (jordan) 在 1868 年 的 工作 。 

四 色 问 题 时 在 1840 年 就 为 人 们 熟知 ;平面 或 球面 上 任何 一 张 地 区 ， 用 四 种 颜色 就 可 以 画 
清楚 ， 而 且 保 证 两 个 相 邻 的 国家 都 染 有 不 同 的 颜色 ， 条 件 是 每 个 国家 必须 是 单 连通 的 ， 而 所 
谓 相 邻 是 指 有 一 条 公共 边界 。1969 年 次 瑞 (Ore) 和 斯 太 姆 普 〈Stemple) 证 明了 对 于 40 个 
项 点 以 下 的 平面 图 四 色 定理 成 立 。 四 色 问 题 在 1976 年 已 由 美国 伊利 诺 大 学 柯 ， 阿 派 尔 (K。 
AppeL)、 嘿 : 哈 肯 (WW*Haken) 在 寨 ， 考 座 (] .Koch》 浴 作 之 下 ,利用 高 速 电子 计算 机 得 到 
解决 。 它 用 了 100 亿 个 膛 辑 判定 ， 花 了 1,200 机 时 ， 因 此 作为 对 这 定理 的 证 明 并 不 理想 ， 但 无 
论 如 何 算是 解决 了 - -大 难题 。 

图 的 理论 ， 作 为 独立 的 学 科 而 有 其 自身 的 发 展 ， 主 要 是 千 占 有 大 量 实用 问题 的 运筹 工作 
者 的 创造 。 因 此 绝 大 多 数 图 论著 作 并 非 出 自 数学 工作 者 ， 只 有 为 数 不 多 的 数学 家 发 表 了 他 们 
的 图 论 专著 。 例 如 “区 论 ” 的 年 老 弗 朗 柯 。 亭 瑞 (Frank 。 Harary》 及 “图 的 理论 及 其 应 
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图 2 一 1 七 桥 


ee 
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用 2 的 作者 柯 劳 德 。 由 热 〈 其 新 著 “ 图 和 超 图 ”在 1973 年 发 表 ) 均 为 数学 家 。 

图 论 这 门 科学 ， 目 前 主要 是 用 来 处 理 有 限 系统 ， 即 便 如 此 ， 在 付 诸 应 用 时 的 计算 工件 也 
蚌 角 为 涪 繁 的 ， 所 以 它 与 电子 计算 机 的 联系 日 益 密切 。 甚 至 有 的 著作 中 主要 篇 由 是 讨论 图 在 
电子 计算 机 里 的 存储 方式 及 从 最 优化 程序 的 角度 处 理 图 论 的 各 种 方法 ， 并 给 出 实现 程序 。 我 
们 将 在 第 三 、 四 章 给 予 讨论 。 

图 的 主要 内 容 之 一 为 研究 各 种 网 络 ， 如 铁路 网 、 信 息 网 以 及 各 种 公用 设施 网 。 须 知 任何 
网 络 的 任何 一 段 都 可 能 由 于 以 下 原因 而 不 能 确保 提供 使 用 一 是 由 于 偶然 性 的 故障 ， 二 是 它 
被 占用 。 也 就 是 说 把 网 络 看 作 是 随机 性 的 更 为 符合 实际 情况 。 从 而 近年 来 与 确定 福 网 络 并 行 
地 发 展 了 随机 性 两 络 ， 我 们 在 第 六 章 中 予以 介绍 。 


第 二 闻 图 论 模型 实例 


图 论 之 所 以 应 用 广泛 ， 可 以 这 样 来 说 明 ， 任 何 一 个 能 用 双边 关系 描述 的 体系 ， 都 可 以 用 
图 来 提供 数学 可 型 。 我 们 这 一 节 的 任务 在 于 直观 地 提供 一 些 图 的 例子 ， 借 以 说 明 什 么 是 图 ? 
图 论 的 主要 内 容 是 什么 ? 这 样 我 们 在 转 入 严格 定义 时 就 有 了 初步 的 感性 基础 。 

例 2.1， 全 国 铁道 线路 连同 所 有 火车 站 是 一 个 图 。 所 以 一 个 图 就 是 一 些 点 子 和 它们 之 间 
的 一 些 连 接线 眉 之 综合 体 。 一 个 图 可 以 是 连 成 一 片 的 ， 也 可 以 是 几 片 ， 我 国 全 国 铁路 图 就 是 
由 璀 片 组 成 的 ， 一 片 为 祖国 大 陆 上 的 路 网 ， 另 一 片 为 台湾 省 路 网 。 

例 2.2: 图 2 一 2 中 4， 瑟 ，C，D， 巨 ， 已 ，G， 甩 ， 天 表示 九 个 仓库 ， 其 间 的 连 线 
表示 道路 ， 这 也 是 一 个 图 。 为 安全 计 ， 夜 间 派 有 近 男 保卫 小 组 ， 试 为 他 们 选 定 两 个 仓库 〈 答 
案 是 发 和 万 ) 作为 休息 地 点 。 并 为 他 们 制订 近 
回路 径 ， 使 从 一 个 休息 地 出 发 将 每 条 道路 丛 走 2 
一 遍 ， 最 后 到 另 一 休息 地 休息 。 /~ 

例 2.3， 在 例 2.2 中 ， 若 要 求 保卫 人 员 坐 在 < 


A 
一 条 路 上 ， 使 他 能 看 到 两 端 的 仓库 ， 问 最 少 要 /A 


布置 几 位 守卫 者 ? 如 何 安排 其 位 置 ? YY 
通过 上 面 的 实例 ， 我 们 大 致 可 以 想象 到 图 

的 研究 内 容 ， 就 其 要 者 路 述 于 下 ， 有 
i。 在 图 上 的 两 点 闻 找 出 一 条 路 来 ， 如 例 

2.2 扩 未， 图 2 一 2 欧 拉 用 


2， 在 两 点 间 找 出 满足 特定 条 件 的 路 径 来 ， 例 如 最 短路 径 ， 以 及 把 一 种 货物 从 图 上 的 一 
点 运往 另 一 点 时 ， 需 讲 找 出 具有 最 大 流 旦 的 略 径 ，. 或 是 运费 最 低 的 路 径 ， 或 是 游 遍 图 上 各 点 


的 路径 等 等 A a 
3. 讨论 分 配 间 题 ,例如 按 入 们 的 不 同 专长 ,机 ~ 
城 的 不 同性 能 适当 地 分 也 他 们 的 工作 。 例 2.3 说 明 图 2 一 8 图 式 


人 与 地 址 的 最 佳 配对 问题 。 这 对 继电器 理论 也 是 很 重要 的 

4. 以 上 三 个 例子 容易 给 入 这 样 一 种 印象 ， 似 乎 图 是 实际 问题 本 身 自然 呈现 出 来 的 。 其 
实 不 然 ， 例 如 在 某 种 竞赛 中 总 要 选 出 一 位 优胜 者 ,. 我 们 可 以 用 敌 来 提供 一 种 模型 。 把 每 个 参 
加 比赛 者 当 作 一 个 点 ， 把 对 肴 的 一 对 竞赛 者 4 和 用 矢 连 接 起 来 ， 表 示 “ 4 胜 了 ”。 这 样 就 
得 到 一 个 图 2 一 3 ， 按 竞赛 规则 从 图 上 可 以 一 目 了 然 地 看 出 优胜 者 。 


» jis 


第 三 节 ”图 的 基本 概念 


本 有 段 给 出 图 和 有 关 的 常用 定义 ， 为 便于 后 继 部 分 的 开展 ， 我 们 希望 读者 在 本 段 多 用 些 时 
间 ， 把 实例 和 定义 对 照 着 反复 熟练 地 思 涛 。 

直观 地 讲 ， 一 个 图 就 是 在 一 个 点 集 里 ， 按 照 某 种 法 则 ， 在 它们 之 闻 连 接 有 向 或 无 向 线段 
所 得 的 图 形 。 

定义 2.]， 设 V= {oi，vi…，ub 为 一 集合 ， 其 中 的 元 叫 作 顶点 ， U= {wl， aa ya 
为 笛 卡 尔 乘积 空间 V x V 的 一 个 元 素 组 《其 中 可 能 有 相同 的 ， 见 定义 1.10〉 ,其 中 的 元 叫 颖 。 
称 二 元 组 〈《V,U) 为 一 个 有 向 图 ， 记 为 

G=(V,U) 

顶点 个 数 # 二 1V| 呀 作 图 的 阶 ; 对 于 从 v4 到 v1 的 一 条 张 #=《v,,5v) 称 .为 线 # 的 起 点 ， 
v1 为 终点 。 起 点 与 终点 相合 的 弧 叫 作 环 。 今 后 把 有 环 的 图 叫 伪 图 ， 若 图 中 有 共同 起 点 和 终点 
的 弧 最 多 有 2 条 ， 则 称 此 图 为 一 个 P- 力 ， 2 一 4 和 图 2 一 5。 以 下 我 们 总 把 “图 ”理解 
为 无 环 图 ， 若 有 例外 ， 必 在 图 前 加 上 相应 的 定语 。 有 时 把 图 G 叫 作 (nm，z) 图 〈 意 思 是 有 
# 个 顶点 、w 条 弧 的 图 ) 。 


图 2 一 4 4 阶 、 伪 、3 - 聊 图 2 一 5 有 阶 . 伪 、1 -图 


图 2 一 4 和 图 2 一 5 中 各 弧 上 的 数字 r 为 4, 的 简写 。 在 图 2 一 4 中 us 一 (8，b)，te 一 
《8，8) 和 图 2 一 5 中 的 ws 二 《5b，6) 均 为 环 ,图 2 一 4 中 红 w,、ws 及 w4 有 共同 起 点 a。 及 终 
点 65， 而 且 任 何 四 条 弧 都 没有 共同 的 起 点 和 终点 ， 因 此 图 2 一 4 是 3 一 图 。 

,定义 2.2， 设 G=(V,U)，v EV 定义 集合 

TE ={z, TEV, (wv,7) EU} 

Talw)={r: ZEV, (xr,v) EU} 

Telt)=T(v) UDalv) 
称 Ts(u) 中 元 为 的 后 继 元 ，Ti(u) 中 元 为 u 的 先行 元 ，Tc(u) 为 顶点 v 在 G 中 的 分 域 。 关 
Tel(v) 一 $ 时 ， 称 v 为 G 的 弧 立 点 。 

例 2.4， 对 于 图 2 一 4Té(C0)={6}, Ttb) ={6}, Tél(c)={a, b,d}, Ti(d) ={d, 
c}, Tala)={c}, Talb)={a,b,c},Talc)={d}, Peld)={c, d}, Tela) ={6b, ce}, 
Le(b)={a, b, ec}, Tele)={a, d, b}, Te(d)={c, d}。 对 于 图 2 一 5 有 [i(e)=— 
TE(D=6, Tel9) =$, 所 以 Te(9) = 


~ 15。 


注意 ， ;是 狠 G 的 顶点 集 V 到 其 自身 V 的 一 个 多 秆 映射 ，v 一 > 了 8(v) 。 当 工 (v) = 多 
时 ， 即 项 点 uv 在 图 中 无 后 继 元 时 ， 称 z 为 G 的 终点 ，G 的 全 体 终 点 集合 记 为 Tc 
Te={v: ugEV， Té(v)=6} 
称 集合 
“Se={v: vEV,TE) = 分 
为 图 GG 的 起 点 集 。 

试 观察 图 2 一 4、 图 2 一 5 及 图 2 一 6 的 Te 及 Se 集合， 图 2 一 6 中 的 图 属于 一 种 叫 树 
的 图 类 ， 这 种 图 在 图 论 的 理论 研究 和 应 用 上 均 上 共有 极为 重要 的 地 位 。 并 证 明 Te(u) 一 乡 的 充 
分 必要 条 件 是 vETenSe。 

对 任 一 子 集 ACVY， 定 义 

TAY TE); Ta(A)= 忆 、 Talv)s Te(A)= YTelv). 
PECA)=TE(A) —A; Pa(A)=Ta(A)—A; Ps(A)=Te(A) 一 入 


并 称 PEi(A) 为 A 在 G 中 的 纯 后 继 元 的 集合 ，P5(A ) 为 A 在 G 中 的 纯 先 行 元 的 集合 ，Pes (A) 
为 入 在 各 中 的 纯 邻 域 。 

在 图 2 一 6 中 地 入 一 {ozypayt， 则 Pc(A) 一 {olyasytbe V1, Vas tos vr} 对 于 1- 因而 
言 ， 任 何 两 个 不 同 的 狐 、 它 们 的 起 点 或 终点 至 少 有 一 对 是 不 同 的 。 因 此 U={ ,tis…#,} 中 
的 元 均 为 不 同 的 有 序 顶 点 对 。 所 以 1- 图 G=(VY,U)， 由 V 及 工 一 Ti 可 以 完全 决定 ， 故 1- 图 
今后 也 记 为 G= (V ,TT)。 

按 轩 的 实际 背景 ， 分 为 有 向 加 、 无 向 图 各 
混合 型 图 三 种 ， 有 向 图 即 每 一 度 均 有 特定 的 方 “ 
向 ， 例 如 强 4= (z , 切 与 弧 妈 一 (yz) 是 不 同 
的 ， 前 者 的 起 点 为 + ,终点 为 y, 弧 的 走向 是 从 
z 到 2 而 驱 w: = (YW,zx) 则 恰好 相反 。 又 如 在 
一 个 闭合 电路 中 ， 任 何 两 个 结 点 之 闻 的 电流 有 
确定 的 走向 ， 所 以 一 个 闭合 电路 应 为 一 个 有 向 
图 。 再 例如 铁路 的 双轨 线路 部 分 为 有 向 图 ， 因 
为 上 行 〈 即 向 北京 方向 ) 线 与 下 行 钱 〈 远 离 北 
京 的 方向 ) 上 车 流 的 方向 是 固定 的 。 另 一 种 图 为 
无 向 图 ， 即 图 上 任何 二 点 间 只 要 有 连 线 ， 那 么 两 个 方向 都 可 以 使 用 ， 例 如 北京 市 的 市 内 电话 
线路 网 ， 就 是 无 向 图 ， 铁 路 的 单轨 线路 图 也 是 无 向 的 。 还 有 一 种 就 是 混合 型 图 ， 即 图 上 有 的 
部 分 有 向 ， 另 一 部 分 为 无 向 ， 例 如 全 图 铁路 网 就 是 一 个 混合 型 图 。 

定义 2.5， 若 将 图 中 弧 的 方向 取消 ， 则 称 为 边 。 由 项 点 集 V 及 边 e 的 集合 下 = 王 [el, ez…， 
em 所 构成 的 二 元 组 叫 无 向 图 ， 记 为 《V,E》。 以 v, 及 vj 为 顶点 的 边 记 为 [v,,vi]。 与 有 向 图 
相应 可 定义 无 向 伪 图 及 了 -无 向 图 ， 或 叫 多 重 图 。 无 向 1 -图 也 叫 单纯 图 。 

我 们 把 玛 分 为 有 向 与 无 向 ， 并 非 性 质 上 的 本 质 差 别 ， 而 是 为 了 便于 叙述 。 实 因 无 向 图 台 
可 以 用 有 向 图 来 表示 ， 其 中 已 是 将 G 边 [ z， J] 换 为 两 条 (x,y) 及 (y,x) 而 得 , 今 
后 在 不 小 及 弧 的 方向 的 河 题 中 ， 常 把 弧 小 为 边 。 驮 和 边 统称 为 线 。 

定义 2.4， 如 果 两 条 线 至 少 有 一 个 共同 的 端点 ， 则 称 它们 相 邻 。 两 个 顶点 ， 若 它们 是 一 
条 线 的 两 个 端点 ， 刚 叫 作 相 邻 。 


图 2 一 8 树 


16 。 


在 无 向 图 中 用 人 6《v) 记 与 v 相 邻 点 的 集合 ， 按 上 面 所 说 的 观点 ， 这 种 记 苇 与 本 章 定义 2 
是 一 致 的 。 “ 
定义 2.5， 图 台 的 弧 (z . 5) 的 午 数 ， 系 指 以 为 起 点 、 5 为 终点 的 弧 的 数 上 月 , 记 为 
mt y), 
并 定 文 : melx, =mé(y, x) 
malT,Y) =mélr, H+ me lz, Y), 
若 z 记 9 则 me (zx, 妇 ) 称 为 顶点 z 及 y 的 连接 度 ， 它 表示 z 及 y 间 弧 的 总 数 。 注意 me (z ,x) 
为 上 环 的 数 日 的 二 倍 。 若 A 和 了 B 为 Y 的 两 个 不 相交 的 子 集 ， 令 
(A,B)= fa EU w=(r,WD ,rEAVEB} : 
mi(A,B)= 1(A,B) 
mal(A,B)=mi(A,B)+mé(B,A), 
定义 2.6， 设 4 二 {Zz， 直 ，z 半 yy， 则 称 4 为 顶点 2 上 的 射出 弧 ， 或 称 4# 为 顶点 上 的 英 
人 强 。 顶 点 * 上 射 开 弧 的 总 数 与 x 上 环 的 数目 之 和 岂 顶 点 * 的 外 半 次 ， 记 为 d(x) 同 理 可 
以 定义 内 半 次 da(r)， 并 称 顶点 z 上 内 、 外 举 次 之 和 为 + 的 次 数 ， 记 为 de (zx)， 
de(z) 一 di(z) +da(z) 
若 加 上任 一 点 的 次 数 都 相同 ， 则 称 此 图 为 齐 次 的 。 
定义 2.7， 对 于 任 一 非 空子 集 A CY 令 o*(A) = (A,A) 
wo- (A}=(A,A) 
WA)=0(A)Uo (A) 
称 @27( 人 和) 为 自 顶 点 集 A 的 射出 级 族 ，@ (入) 为 射 人 弧 族 ， 吕 (入) 称 为 入 的 关联 弧 族 。 
定义 2,8， 若 tn#(z, 扩 ) 二 ma《z, 丰 对 V 中 任 二 顶点 TY， 成 立 ， 则 称 图 GG=(Y,U) 为 对 称 
的 。 对 1 -图 而 言 G=(Y, 叫 对 称 的 充分 必要 条 件 是 
(zr,V) EU (Y, rz) EU 
定义 2.9， 若 对 任 一 4 = 二 (x,V) EU， 柱 有 
mé(z,y) +malr I)E1l 
则 称 此 图 为 反对 称 的 。 对 于 1 ~ 图 GG 二 (V,U) 为 反对 称 的 充分 必要 条 件 为 
(2 EU=D(Y, x) EU 
定义 2.10， 若 对 于 任 二 顶点 x 站 Vy 恒 有 
melr y+ malr, yD 1 
册 称 图 G= (V,U) 为 鬼 备 的 。 一 个 1 -图 为 完备 的 充分 必要 条 件 是 
(zr,W EU (Y,7) EU 


一 个 具有 # 个 顶点 的 单纯 完备 图 ， 岂 作 一 个 n 集 团 ， 记 为 K,， 见 图 2 一 ?。 

定义 2.11， 若 图 的 顶点 集 V， 可 分 为 互 不 相交 的 两 部 分 ，V=ViUV,。, 而 且 V,G=1,2) 
内 部 各 点 互 不 想 邻 ， 则 称 此 图 为 一 个 二 部 图 ， 记 为 G=(V,,U,V:)， 若 对 任 一 ziEY， 
zaEys 恒 有 fmc(zi:zi) 之 1] 则 称 此 二 部 图 为 完备 的 。 一 个 单纯 、 完 备 的 二 部 图 , 当 ]V: = 了 ， 
IY:| = 4 时 记 为 KK5,, 见 图 2 一 8。 

定义 2.12， 设 G=(VY, 吕 ) 为 一 图 ，ACY 定义 


Us= fa EU su=(r,Y), EA, VEA} 


图 2 一 7 K。 图 2 一 8 Kes 


称 图 Ga 一 (A,UA) 为 图 G= (V,U) 鸭 由 A 决 定 的 子 图 .车 G= (V,T) 为 一 个 1- 图 ， 则 由 

人 ASV 所 决定 的 子 图 也 是 -图 ， 记 为 G = (A,Ta) ,其 中 FA 为 下 在 A 上 的 限制， 
T(z) =T (x) EA, TEA 

着 U 为 可 的 子 集 ， 即 图 G= (Y,U) 的 一 部 分 驱 ， 则 称 图 (V,U7) 为 图 G= (V,U) 的 一 个 
延伸 子 图 〈 用 到 每 个 顶点 ) 。 

若 AcYV,U'CU 则 称 (A,U/) 为 图 G=(V,U) 的 子 图， 反之 称 G= (V,U) 为 (A,U') 的 
优 图 。 

例如 把 金 国 铁路 车 站 及 线 略 视 为 一 个 图 ， 则 北京 局 管内 各 站 所 决定 的 子 图 ， 就 是 北京 局 
的 铁路 图 。 巾 全国 各 火车 站 及 单轨 线 略 和 双轨 的 上 行 线路 所 构成 的 图 ， 为 全 国 铁路 图 的 延 偶 
子 图 。 
| 定义 2.15， 图 G = (V,U) 的 缴 列 &= (oj yxay…ao) 叫 作 一 个 链 ， 系 指 列 中 的 红 
“=2,3，…,4 一 1， 与 其 前 面 的 驱 4,.， 和 后 面 的 颈 4,,; 各 有 -个 共同 的 端点 。 并 称 链 中 弧 的 
数目 为 链 世 的 长 度 9 。 一 个 没有 重复 项 点 的 链 , 叫 作 基 本 链 。 没 有 重复 线 的 链 叫做 单 链 ， 并 分 
别称 ,的 ,不 和 4, 在 此 链 内 共有 的 点 ,和 4。 的 ,不 和 #4-, 在 此 链 内 共有 的 点 为 链 的 起 点 和 终点 ， 
或 统称 为 链 的 端点 。 又 定义 G 的 一 个 顶点 为 一 条 长 度 9 =0 的 链 ， 此 点 是 此 链 重 合 的 起 点 和 终 
点 。 一 条 分 别 以 了 和 为 起 点 和 终点 的 链 记 作 4[z,]。 

定义 2.14， 一 条 长 为 9 之 0 的 链 H= (xius，…us)， 若 满足 下 列 条 件 时 ， 明 作 长 为 9 
的 路 《或 略 径 ) ，w 的 终点 必 为 u141 的 起 点 (六 < 9 )。 

对 于 1~ 图 ， 一 条 基本 咯 完 全 由 它 的 顶点 列 x, ,zs,…, zx。41 决定， 故 按 情况 常用 下 列 写 
法 : 

下 一 [(z1 72) (Ts Ta) ye, (Tey Toss) ]= (1, Ts ,ent Tos rl) 二 Hz,Tar)。 其 中 2 
“和 zwsi 分 别 叫做 略 4 的 起 点 和 终点 。 

周 理 ， 对 于 一 个 单纯 图 ， 具 有 册 点 和 4 的 基本 链 ， 由 其 顶点 列 决 定 ， 并 记 为 

下 一 下 [Z 的 一 [zziyzay YT 

定义 2.15， 我 们 把 端点 重合 的 链 叫 圈 。 把 端点 重合 的 单 链 叫 单 圈 。 并 把 端点 午 合 的 茶 本 
链 叫 基本 图 。 

定义 2.16， 周 上 理 ， 我 们 分 别称 二 出 点 重合 的 路 、 基 本 路 和 单 路 为 回路 、 基 本 回路 和 单 
盎 路 。 

定义 2.17， 落 对 于 图 的 任意 两 个 不 同 的 顶点 > 和 乡 ， 总 有 一 条 链 A [x,y]， 则 称 此 图 为 
连接 的 。 图 的 最 大 的 连接 子 图 叫 作 它 的 一 个 连接 分 支 ， 或 简称 为 图 的 分 支 。 

由 此 可 见 ， 一 个 不 连接 的 图 至 少 有 两 个 连接 分 支 。 图 2 一 4 是 连接 的 。 而 图 2 一 5 有 两 
个 连接 分 支 。 图 3 一 9 有 10 个 连接 分 支 。 今 后 用 P(G) 表示 G 的 连接 分 支 数 。 
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IV 信 


图 2 一 9 育 10 个 分 支 的 图 


定义 2.18， 设 G 一 (V，D) 为 一 个 图 ，WCU, 车 将 下 从 图 中 取出 之 后 , 如 所 得 图 G' = 
《VY，U 一 W) 满足 P(G')>p(G) 时 ， 则 称 弧 的 集合 W 为 图 G 的 疾 割 集 。 司 理 ， 车 由 六 一 
A 决 定 的 G 的 子 图 G(V 一 A) 满 足 条 件 P[G(Y 一 A)J>p (G) 时 ， 则 称 项 点 的 集合 入 为 点 制 
集 。 当 弧 割 集 W 一 {只 含有 一 条 骤 x 时 ， 称 弧 # 为 桥 。 当 点 制 集 4 一 {v} 只 仿 一 个 项 点 v 时 ， 
称 v 为 割 点 。 

连接 图 中 既 非 起 点 又 非 终点 的 顶点 集 叫 作 内 点 集 ， 记 为 Me， 于 是 

Me=V—SoUTe={v: vEV, v ESoUTe}® 
在 图 2 一 6 中 内 点 集 为 ”Me 二 {vs,vs,v0.}， 起 点 集 为 单 点 集 
Se={v.} 

终点 集 Te= {ve ve Vr Ve Vo vio} 
而 且 每 一 个 内 点 v.,i 二 1 ，2 ，3 ，4 ， 均 为 制 点 。 这 不 是 偶然 的 这 一 性 质 对 任何 一 个 树 
均 成 立 。 而 且 树 G= (V，U) 中 的 怠 均 为 桥 。 其 它 的 图 一 般 不 具 此 性 质 。 

对 于 图 2 一 ?中 的 Ks， 若 W 为 一 弧 割 集 ， 则 IW| > 3。 而 且 在 同一 项 点 上 的 四 条 边 构 
成 有 :的 一 个 边 割 集 。 任 一 含 七 条 边 的 集合 必 为 边 割 集 ， 但 可 以 找到 一 个 含 六 条 边 的 集合 W 
不 是 边 割 集 。 图 2 一 4 的 顶点 集 {a，c} 及 {c} 均 为 点 割 集 。 若 WA) 非 空 ， 则 它 是 一 个 线 割 
集 。 


第 四 节 “加 权 图 


铁路 网 是 一 种 运输 网 。 从 实用 的 角度 看 ， 运 输 研 究 的 任务 之 一 是 如 何 发 挥 铁 路 的 运输 能 
力 。 就 铁 略 线路 而 言 ， 各 区 眉 间 邦 有 一 个 适 过 能 力 ， 即 最 大 的 运输 强度 ， 用 图 的 语言 来 党 就 
是 各 线 上 有 最大) 容量。 如 果 我 们 着 眼 于 站 场 设备 ， 则 各 技术 站 又 有 其 改编 能 力 ， 所 以 各 
站 的 特殊 情况 也 影响 铁路 网 的 运输 能 力 。 如 果 用 图 的 语言 来 说 就 是 各 项 点 有 时 须要 考虑 它 的 ” 
权 。 确 言 之 有 以 下 定义 。 

定义 2.19， 若 对 于 图 G 二 (VY，U) 的 每 一 条 弧 ouG 力 入 ， 或 项 点 we 为 弧 或 顶点 的 编 
号 ) 都 有 一 个 实数 集 {e,[ai(G 六 ]， r=1,2…}， 略为 ({@,(k)))， 则 称 此 图 为 加 权力 。 为 
了 有 所 区 别 ， 称 台 有 加 权 的 图 为 引 权 图 ， 记 为 A .到 'G， 同 理 可 定义 边 权 图 E. WG。 称 标 
点 上 加 权 的 图 为 点 权 图 ， 记 为 P, 克 .G， 而 把 加 权 图 作为 A:W'G 与 P- 友 'G 的 统称 ， 记 为 
YW 一 G， 对 于 1- 图 将 {fo,5or(i, 门 站 记 为 {0,( 记 门 } 或 {%,.}。 一 般 的 将 {o,[ov(Gf 门 本 略为 
{%4r}， 是 标 r 为 第 k 个 弧 上 的 第 r 个 权 。 藻 把 边 权 图 的 每 一 条 边 [x,y] 君 作 一 对 红 ， 且 对 于 一 
切 & 和 r， 生 有 ov[as(z,8D] 一 of[asCyyz)]， 则 称 此 E'W'G 为 权 对 称 的 。 


“在 集 的 运算 中 ， 规 定 并 运算 及 交 运 算 门 比 差 运算 紧 ， 以 节约 括号 。 
“为 简单 计 ， 以 下 在 不 致 混 汪 的 情况 下 , 记 驱 《v1, v1) 为 Ci， 让。 


定义 2.6: 设 # 一 (x，Y)，z 寺 Y， 则 称 为 顶点 = 上 的 射出 驱 ， 或 称 # 为 顶点 y 上 的 身 


rr 
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此 后 总 用 以 下 的 特殊 符号 来 表示 权 的 某 些 特殊 的 解释 ， 用 c(i， 疙 雪 示 1- 图 中 (u:，o) 
绒 上 的 容量 ， 例 如 道路 、 导 管 和 导线 上 的 运输 最 大 限度 指标 。 用 f i， 由 表示 通过 弧 (v,,v)) 
上 的 货物 、 信 息 、 水 等 等 的 流量 。 用 p(i， 由 表示 颖 (0;,0;) 上 的 概率 权 。 例 如 pCi， 门 可 以 
是 弛 (v;，v) 能 够 提供 使 用 的 概率 ， 即 

pli, PD=P{(v:, v1) EU} 
其 中 {Cv,，v;) 《UU} 表 示 事 件 “ 弧 (v;:，52) 存 在 ”，P{X} 表 示 “ 事 件 X 的 委 率 ”。 

例 2.5， 设 图 2 一 10 为 一 个 有 线 通信 系统 ， 其 中 顶点 v1:、vs 和 vs 表示 三 个 站 ， 连 线 表示 电 
线 ， 弧 上 的 权 10， 力 表示 线路 (uiu) 之 长 ! 费用 为 a(i，j) ;6 Ci， 站) 为 线路 〈v,，b) 上 
每 秒 通 过 的 信息 容量 单位 ， PG 让 表示 线 略 v, ,v1 正常 运转 的 概率 。 同时 假设 v, 站 的 容 
量 为 c(i)， 正 常 运转 的 概率 为 P(i)。 

由 加 权 图 的 意义 和 对 运输 网 的 习惯 理解 ， 以 铁路 运输 网 为 例 ， 在 每 一 条 : 弧 上 的 流量 
fi， 门 必须 不 超过 该 颖 上 的 容量 c(i， 站 

0&f ON Sei,)) C2.D 

在 运输 过 程 中 ， 除 了 发 点 v. 和 收 点 v1 之 外 ， 在 一 切中 间 站 上 ， 货 物 只 是 通过 。 因 此 当 令 

f(A,B) 一 六 8G, 疙 时 ， 还 应 有 ， 


ea 
eB 


fo 车 fi 一 s， 
FJ ,V) 一 CVD 一 0 若 sssissbb 
一 ft 荐 = .2 


其 中 f ,为 从 v0, 发 往 v, 的 流 .97 之 值 。 公 式 《2.2) 说 明 在 任何 中 间 v;(i 丰 s， 人 上， 流向 v; 之 
货物 总 量 /(V, 站 等 于 从 v 流 出 的 总 量 f (i,V)。 
定义 2.20， 若 加 权 疯 上 的 流 满足 条 件 〈2.1) 则 说 它 是 相 窜 的 ， 若 满足 (2,2》 则 说 它 是 
守恒 的 。 若 网 上 的 流 ， 
={f i,)), (NN EU} 
意 守 便 又 相 容 ， 则 说 .元 是 网 上 的 可 行 流 ， 并 称 六 .为 流 .7 的 值 - 
例 2.6， 对 于 图 2 一 11、 我 们 可 以 看 出 它 有 一 个 可 行 流 ， 
fls,D=f (= 1 f(s,2)=1 (2,1) =23 f(s,0) =3 
fii=6o 


cer} 
PCE CS,1)=2, 


ECA 


Chiat. 
FE 


p21 2) 


CZF) P25 


CI2U = 
FD E12 


图 2 一 10 w-G 时 ?一 1 可 行 广 
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第 五 节 ”图 的 矩阵 表示 法 


在 涉及 到 图 的 计数 问题 ， 或 在 电子 计算 机 里 的 存储 时 ， 应 用 矩阵 来 霄 未 图 是 非常 有效 
的 。 本 节 介 绍 图 的 矩阵 表示 法 。 
定义 2.21， 设 G= (V,U) 为 一 无 环 图 ， IV| =n， [UI =m。 则 称 以 


+1 如 第 站 条 边 以 v0; 为 起 点 ; 
"i 1 如 第 j 条 边 以 v1 为 终点 ， 
0 如 第 条 边 不 以 41 为 端点 。 


为 第 i 行 第 7 列 元 素 的 矩阵 有 =[r, 站 为 图 G 的 关联 矩阵 。 
例 2.7， 图 2 一 12 的 关联 矩阵 为 


110000 0 0 和 
110011000 0 
0 -1 0 0 一 1 1 0 0 is 
100-1 0.1 0 10h 
0 0 0-1 0-1 0 1 hs 
0 0 0 0 0 0-1-1 w 


定义 2.22， 设 G 一 (V,U) 为 一 个 图 一 {olyus ps， 定义 cjj 王 mstuvoh) 并 称 方 阵 


{a au 


Go ds 


为 图 G 的 结合 矩阵 。 设 co = au + oj, 则 称 方 阵 C= [ci 站 为 图 G 的 连接 方 阵 。 
图 2 一 12 的 结合 方 阵 与 连接 方 阵 分 别 为 A 和 C 如 下 ， 


0 


oooooo 
ooooor- 
oo~oo. 
ooo-o 
oo0o0-..0 
o-ooo 
oo--= 
-~-- =- 
2o--o0o- 
Joo~--o 
oo- 

o-oo 
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易 见 C= 和 + 和’ 为 对 称 方 阵 。C 的 实际 意义 在 于 表示 名 顶点 闻 的 连接 性 ，c, 表示 项 点 v 与 
v1 之 间 的 连 线 数 ， 所 以 其 对 称 修 的 直观 意义 是 显然 的 。 对 结合 方 阵 A 而 言 ， 第 i 行 元 素 之 
和 
Cont st to = ds) 
是 顶点 v1 的 外 半 次 ; . 而 第 f 列 元 素 之 和 
Ot+ Gottari=de(v) 
是 顶点 v; 的 内 半 次 。 从 而 第 i 行 与 第 i 列 元素 之 和 是 顶点 v1 的 次 数 。 


Sauto)=dely) 
i=l 
”定义 2.23， 与 图 有 关 的 还 有 团 答 阵 和 最 小 《或 基本 ) 割 集 矩 阵 。 将 图 的 圈 〈 随 总 地 ) 给 
以 编号 一 1，2,…, 丸 ， 又 设 线 的 编号 为 1 一 1，2，.…，m， 并 定义 


a 如 果 第 了 条 线 在 第 让 个 圈 中 
0 否则 。 
则 称 &x 天 阶 矩 阵 了 =[bv] 为 图 的 围 绝 阵 。 对 于 图 2 一 12 的 圈 矩 阵 为 
f110 110 1001 
| 。 0110011 
111100111 
B= 1110 1000 
. 00001111 
00111100 
11011011 


设 图 G 一 《V,L)* 中 ,使 顶点 0, 及 v4, 分离 的 最 小 割 集 其 真子 集中 没有 s-t 割 集 ) 为 
SS Sw ， 并 定义 
fi 如 果 第 了 条 线 1, 在 S09 中 ， 
人 人 一 
0 否则 。 
其 中 一 1，2 ，…，P， 了 一 1，2,…,zm。 称 吕 x 信 阶 抢 阵 S,,= (sy 为 图 G 的 s-# 最 小 齐集 绝 
阵 。 例 如 图 2 一 12 的 1 一 6 最 小 害 集 矩阵 为 


11000000 
01110000 

10001100 i 
00111100 
Sis=l00010110 
i00 10 1001 
00000011 
10011001 
01011010 

* 若 所 论 问题 对 有 商 图 及 无 向 图 均 成 立时 ， 将 图 记 为 《Y，L) ， 并 称 上 中 元 为 线 。 
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第 六 节 图 的 运算 


图 的 运算 的 意义 在 于 用 比较 简单 或 阶 数 较 小 的 图 表示 一 个 比较 复杂 的 图 ， 这 就 使 我 们 有 
可 能 用 常见 的 图 形 来 表示 一 个 复杂 的 图 。 在 图 的 定义 中 ， 并 没有 规定 顶点 闻 的 相对 位 置 ， 也 
没有 限定 两 个 相 邻 顶点 间 必 须 用 什么 样 的 线 连 接 ， 因 此 可 以 想到 周一 图 G= (V,U) 可 以 有 多 
种 图 解 式 。 如 图 2 一 13(@ )、(5) 及 (6) 所 示 情 况 。 然 而 它们 确实 在 本 质 上 是 同一 个 图 ， 为 
此 我 们 首先 给 出 图 的 同 构 性 定义 。 


了 人 八 ” SN | 
bd ， 坦 C3 
‘ey 


0) (67 » 


图 2 一 13 图 的 同 构 


定义 2.24: 设 G,= (Vi ,UND) 与 G:=(Vs,U:) 为 两 个 图 ， 储 若 它们 之 间 存 在 满足 下 烈 条 
件 的 映射 M， 则 称 它 们 是 同 构 的 ， 记 为 Gt= Gz。 
《有 1) M 将 V11~ 1 映射 到 Vs 上 
《hs) 对 于 VY ,中 任意 两 个 顶点 41 及 qs 便 有 
mé(a1,02) =mé(b, ,62) 


其 中 b 一 M(aD)， b=M(as)。 

图 2 一 13 中 的 三 个 图 中 任意 两 个 都 是 周 构 的 。 祖 应 的 1 - 1 蚁 射 为 编号 相同 的 点 互 相 对 
应 。 对 于 (n,m)- 图 G 容 易 验 证 ， 若 G 是 单纯 图 且 n 蕊 3 ， 则 对 于 辕 定 的 各 和 # n,m) 单纯 
图 都 是 周 构 的 。 一 般 钓 有 以 下 定义 。 

定义 2.25， 图 G= (V,U) 的 不 变 兰 是 这 样 的 数 ， 在 同 构 映射 之 下 ， 此 数 保持 不 变 。 

例如 图 的 顶点 数 |Y1 或 弧 数 |Ui ， 均 为 不 变量。 由 上 列 说 明 可 知 ， 顶 点 不 超过 三 个 的 单 

纯 图 ,只 要 它们 的 弧 数 也 相等 , 则 此 二 图 必 同 构 。 一 般 名 以 设想 一 个 图 应 该 由 一 组 完备 不 变量 
唯一 的 决定 《在 司 构 意义 之 下 ) 。 然 而 至 今 都 没有 找到 一 组 适用 的 完备 不 变量 组 。 
图 的 运算 有 各 种 形式 ， 由 于 目的 和 作者 的 不 同 ， 运 算 的 形式 很 不 相同 ， 也 没有 共同 的 名 
称 和 玫 示 法 。 这 里 主要 介绍 一 般 人 性 的 运算 。 由 于 任何 一 个 图 都 可 以 和 一 个 以 某 些 自然 数 为 顶 
点 的 图 同 构 ， 另 一 方面 ， 我 们 又 常常 把 癌 构 的 图 等 置 。 于 是 两 个 图 的 运算 ， 总 可 以 视 为 以 
V={12,…,A} 为 顶点 的 Kx 集团 的 子 图 之 间 的 运算 ， 其 中 村 足够 大 。 

定义 2.26: 设 G1 二 (V4,U1),Gs 一 (Vs ,Us) 为 图 G 二 (VY,U) 的 两 个 子 因 , 称 图 (ViUV,， 

UiLUs) 为 G, 和 Gs 的 养 ， 记 为 
GiUG:=(VUV:，UUUo 。 
同 理 定义 图 G1 与 Gs 的 交 图 和 差 图 为 
GinG:=Cny UNU,) 


下 T 慎 了 浆 地 以 v1 为 起 点 ， 
一 如 第 了 条 沪 以 4 ,为 终 占 ， 
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及 G-G:=(Y1 U,- Us) 
其 中 Vf 是 Vi 中 满足 we ,({v}) ~ Usssg 的 点 u 的 集合 。 

这 里 对 于 差 图 ， 要 求 G, 和 G， 都 不 含 狐 立 点 ， 即 只 对 于 不 含 孤立 点 的 子 图 才 定义 差 图 . 

而 且 差 图 中 也 不 含 孤立 点 ， 故 Y{CY,。 进 而 定义 对 称 闫 图 

GIAG.=[(VAV)’, UAU,] 
[此 处 (V1 和 Vs)' 是 Vi 入 Vs 中 满足 至 少 关联 于 VU, 入 Us 中 一 条 线 的 点 的 集合 , 故 (VV2)” 
CC (VIAV,) ]。 

我 们 从 图 的 运算 的 意义 着 手 ， 给 出 图 的 子 图 〈 并 不 失 一 般 性 ) 的 并 图 、 交 图 、 差 图 及 对 
称 差 图 的 定义 。 现 在 我 们 再 一 次 地 从 实际 问题 上 来 说 明 上 列 运算 。 取 G= (Y,U) 为 全 国运 输 
网 , 则 它 可 以 分 解 为 铁路 网 G,= (Y，,U,)、 水 上 运输 网 Gs = (Vs, Us)、 公路 网 Gs = (Vs,Us) 
和 空中 运输 网 G,= CV,,U,) 四 个 图 的 并 

G=GUGUGUG, 
而 交 图 G G, 表 示 这 样 一 个 图 ， 它 的 顶点 集 Vi Vs 为 水 陆 商 用 港口 ， 例 如 天 津 、 上 海 、 
南京 、 青 岛 、 营 口 、 广 州 、 置 庆 等 等 。 然 而 这 个 交 图 的 弧 集 U1NU，， 需 要 更 为 诞 司 的 识 
别 。 例 如 天 津 到 青岛 有 直达 海运 ， 即 在 图 Gs = (VY。，Us) 中 Us 里 包含 ( 津 、 青 ) 弧 ， 但 在 
铁路 网 G;= (Yi,Ui) 中 却 没 有 津 一 青 直达 列车 ， 故 在 Ui 中 不 存在 ( 津 、 青 ) 弧 ， 所 以 在 
GiN G, 中 天 津 与 青岛 不 相 邻 。 上 海 与 南京 在 Gm Ga 中 却 是 相 邻 的 。 

为 了 进一步 利用 常见 的 简单 、 小 图 来 表示 复杂 的 图 ， 下 面 给 出 一 个 图 的 售 数 概念 和 图 的 
其 它 运算 。 

定义 2.27， 设 G 为 一 个 连接 图 ， 定 义 &G 为 个 连接 分 支 的 并 图 

kG=GIUGs UUG: R=1, 2, + 
其 中 GlmG， 了 一 1，2，，R。 
定义 2.28， 设 G= (VY,U) 为 一 个 图 ， 定 义 它 的 补 图 为 G= (Y， 可 )。 其 中 《ououD EU 


的 充分 必要 条 件 是 CoovDEU。 

利用 上 列 概念 ， 图 2 一 9 可 以 表示 为 4 多 , U3K。 U2K,,, UKs。。 为 了 计算 最 短路 径 或 为 
判别 顶点 之 闻 的 可 达 性 ， 有 时 尚 舌 逐 辑 运算 。 

定义 2.29， 设 G= (V,U) 为 一 个 图 ， 定 义 它 的 运 辑 积 G 人 G 为 这 样 的 图 ， 它 的 顶点 集 仍 
为 Y， 它 的 弧 的 集 为 UC22， (ucuD EUC5 的 充分 必要 条 件 是 在 G 中 存在 由 u, 到 by 的 长 为 2 
的 路 。 记 为 GY=GAG=(V,U) 
递归 地 定义 GD=GANAGC N= (VY,U"), 
且 (v,，v/) EV" 表示 在 原 图 中 从 v1 到 v1 存在 长 为 "的 路 。 

定义 2.30， 设 Gi 一 (V,U1) 及 Gs。=(V,Us) 为 G=(V,U) 的 两 个 延伸 子 图 ， 定 义 它们 
的 逻辑 和 G,VG: 二 (V,U1VUs)，(v1,v1) EU ,VU, 的 充分 必要 条 件 是 (vi,v1) EU, 或 
(vw) EUs, 

定义 2.31， 对 于 #t 阶 图 G =(V,U)， 我 们 称 图 

GVGIOVGIOV. VG™ 

为 图 G 的 道路 图 ， 记 为 G" = (Y,U")。 

有 时 须要 将 完全 不 同 的 图 进行 综合 考虑 ， 为 此 引入 图 的 笛 卡 尔 积 的 概念 。 

定义 2.32， 设 G1 一 (Vi,U;)，G; 一 (V:,U,)， 我 们 称 图 
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GixGs=(VxVUxU) 
为 G, 和 G: 的 笛 卡 尔 积 。 其 顶点 集 Vi x Vs 为 V, 和 ,的 笛 卡 尔 积 , 即 《zx, 奶 EV, x Vs 的 充 要 
条 件 是 zEYi,yEVaivi= (zt 与 ra 一 (7iygs) 相 邻 的 充 要 条 件 是 (zzs) EU, 和 2 = 
2 或 人 82)E Us, 和 xz! 二 zs。 
设 G:= (Vi:,U)) 为 全 国 分 省 地 图 ，V: 一 {zi,zz，…zst} 为 30 个 省 、 市 、 自 治 区 。( z，， 
z1)EUi 的 充分 必要 条 件 是 z, 与 z* 有 共同 边界 。 设 Gs= (V:,Ua:) 为 时 间 顺 序 图 
一 人 
其 中 tf-:， 加 和 和 在 分 别 表示 过 去 、 现 在 和 未 来 。 Us 一 {(t- to)，(foyti)}， 于 是 G; 与 Gs 
的 笛 卡 尔 积 _ 
GixG=(V xV,,U, x U,) 
的 相 邻 关系 为 以 下 两 种 情况 ， 
(1) 不 论 是 在 过 去 、 现 在 还 是 未 来 ， 相 邻 的 省 、 市 、 自 治 区 总 相 邻 ; 
《2)》 对 任 一 省 、 市 、 自 治 区 而 言 ， 过 去 与 现在 相 邻 ， 现 在 与 未 来 相 邻 。 
的 第 卡尔 积 ， 我 们 给 出 图 2 一 14。 


ORI) Ky) 《和 区 
£4 
% 为 EA | 
i 
oa 《22 奴 ) 
名 一 
4 xX 全 


图 2 一 14 管 卡尔 积 图 


第 七 节 图 在 电子 计算 机 里 的 存储 


”图 的 计算 问题 ， 经 常 是 极为 复杂 的 ， 因 此 在 图 的 应 用 中 ， 一 方面 要 进行 深刻 的 理论 探 
讨 ， 同 时 还 必须 运用 电子 计算 机 。 这 里 明 到 的 第 一 个 问题 是 如 何 把 一 个 图 存储 在 电子 计算 机 
里 。 以 下 我 们 给 出 三 种 存储 方法 。 


一 、 边 目录 方法 

定义 两 个 一 维 数组 B1(D 和 有 2(D， 若 第 ! 条 边 连接 顶点 wy 和 bx 时 ， 令 B1(D =j，B2(1) 
一 & (为 简单 计 以 下 常用 了 表示 yw) 。 由 于 我 们 这 里 讨论 的 是 无 向 图 ， 所 以 了 和 大 的 次 序 是 
无关 紧要 的 ， 因 此 也 可 以 把 上 述 边 记 为 B1(D =&，B2(D =j。 

为 了 说 明 用 边 目录 方法 存储 图 ， 我 们 考 志 下 面 的 (6,9) 图 ( 见 图 2 一 15)。 表 格 中 给 出 了 
各 边 的 端点 ， 它 唯一 地 和 确定 出 右边 的 图 ， 反 之 亦 然 。 


二 、 部 捷 目 录 广 法 


本 方法 也 要 使 用 两 个 数组 ， 第 一 个 是 一 维 数组 ， 称 为 N ADJ (T) ， 它 的 第 ! 行 表示 与 顶 
点 1 ( 即 0,》 相信 的 顶点 数 。 另 一 个 为 二 维 数组 ， 称 为 NE AR(U, 站 ， 它 的 第 (1, 耻 个 位 置 上 
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图 2 一 15 边 百 录 法 确定 的 图 


的 数 ， 表 示 与 顶点 1 相 邻 的 第 个 顶点 。 与 顶点 I 相 邻 的 NA4DJ 个 顶点 可 以 按 任 意 烦 序 存 屠 、 
但 不 准许 重复 。 故 NN ADJ(D 仅 告诉 我 们 让 


NADII) NEAR(IT]Y J=1 2 3 

项 着 邻接 目录 NE AR(I,T) 有 多 少 个 点 3 2 3 4 
与 顶点 1 相 邻 。 用 此 方法 存储 图 2 一 15 的 1 6 5 
情况 如 下 ， 1 
这 个 方法 对 于 计算 与 已 知 顶点 相 邻 的 2 3 ¢ 

2 3 4 


顶点 数 时 特别 方便 。 倘 车 我 们 要 打印 出 图 


的 各 边 时 ， 可 以 使 用 以 下 的 下 or tran 代 


码 〈 简 述 )， 


INTEGER NADJ(50),NEAR(SO,50) 


DO 1 I=1,N 

L=NADJ(D 

IF{L.EQ.O}GOTOL 

DO2 1=1,L 
2 WRITE(6,], NEAR(,T) 
3 FORMAT(’BRANCH FROM',14,’TO’,14) 
1 CONTINUE 


须知 上 列 代 码 使 每 一 条 边 打 印 两 次 ， 然 而 经 加 工 可 以 使 每 一 条 边 仅 仅 打 印 一 次 ， 方 法 是 约定 
仅 当 JI 时 ， 才 打印 出 边 (L,J)。 为 了 便于 判断 J 是 否 与 I 相 邻 ， 我 们 引信 逮 辑 变 元 FLAG( 着 
J 与 I 相 邻 ， 则 了 LAG 二 .TRU E,， 否 则 FLAG=. 玉 ALSE.) 。 于 是 有 下 列 代 码 ， 


INTEGER NADJ(50), NE AR(50,50) 
LOGICAL FLAG 


FLAG=.F ALSE. 

L=NADJ(D) 

IF(L.EQ.O0)GOTO1 

DO2 K=1,L 

IFCN EARU,K) .EQ.NIFLAG=.TRUE. 
2 CONTINUE 
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CONTINUE 


三 、 邻 接 矩 阵 方法 


最 后 这 一 方法 仅 需 要 一 个 二 维 数 组 ， 
称 为 ADJ(I,JD。 它 的 ([,J) 位置 上 为 1 与 ] 
是 否 连 接 的 示 性 数 ， 当 I 与 J 相 邻 时 为 1， 
否 记 为 零 。 从 而 图 2 一 15 用 这 个 方法 存储 的 形式 为 ， 

为 了 打印 出 图 的 边 ， 下 面 给 出 历数 ADJG, 了 矩阵 之 元 的 代码 ， 

TINTEGER ADJ(50,50) 


DO 1 I=1,N 
DO 1 J=1,N 
IF(ADIOU,D.EQ. DWRITEC6.2)1,1 
1 CONTINUE 
2 FORMAT(BRANCH FROM 4 TO 1 


这 里 还 是 规定 仅 当 J>[ 时 ， 才 打印 边 (1,J)。 应 用 邻接 矩阵 方法 可 以 很 方便 地 确定 出 一 条 边 
是 否 在 已 给 图 中 ， 因 为 可 以 用 下 列 代码 直接 鉴定 ADJ(I,J)， 
INTEGER ADJ(50,50) 


FLAG=.FALSE. 
IFCADIOD.EQ.DFLAG=.TU RE. 


对 于 某 一 特殊 问题 ， 究 竟 应 采取 何 种 方式 存储 ， 这 要 依赖 于 许多 因素 。 第 一 个 因素 是 要 
使 为 特定 目的 进行 的 检查 比较 容易 地 完成 。 供 如 需要 判定 各 边 的 端点 对， 使 用 边 目 录 法 为 
宜 ; 而 要 检查 各 项 点 的 邻接 点 时 ， 就 要 用 邻接 目录 法 。 第 二 个 因素 是 要 考虑 存储 的 罕 量 。 例 
如 时 存储 一 个 有 1000 个 顶点、 不 超过 2000 条 边 的 图 时 ， 易 知 边 目 录 方 法 仅 需 要 4000 个 词汇 ， 
而 邻接 矩阵 方 靶 就 需要 存储 一 个 1000 x 1006=100 万 个 词汇 的 矩阵 ， 这 显然 是 不 可 能 的 。 


习 题 


1。 试 证 着 G 一 《六 ， 已 》 为 一个 单纯 图 ,有 "个 顶点 、 个 连接 分 支 ， 则 G 中 边 数 最 多 为 
二 五 ) 一 五 二 1)。 

2。 试 证 一 个 具有 个 顶点 多 于 于 Cn、1) Cn - 2 ) 条 边 的 单纯 图 必 是 连接 的 。 

3 试 让 不 可 能 把 帮 ss 画 在 一 状 纸 上 ， 使 边 之 癌 除 在 顶点 之 外 均 不 相交 《这 种 图 邮 作 非 平 曾 图 ) 。 

4。 在 图 2 一 26 中， 设 顶点 表示 存 帮 某 种 货物 的 地 址 ， 各 图 表示 取 货 车 辆 的 运行 线路 。 问 应 如 何 安 排 
取 货 日 程 ， 使 每 天 到 一 个 固定 地 址 到 货 的 式 数 至 多 一 次 ? 并 问 最 小 循环 周期 为 儿 天 ? 

这 是 一 个 网 的 问题 。 将 每 一 运行 线路 作为 一 个 顶点 ，V = {7i， Za Ts，7e，Ta} 。 且 仅 当 T, 与 7， 
有 共同 地 此 时 ， 企 ,与 7, 问 连 一 无 向 边 ， 于 是 得 图 G= (YU) 的 图 解 ， 如 图 2 一 17。 令 以 M、T 和 W 分 别 
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图 2 一 16 规划 图 《1》 图 2 一 17 规划 图 (2) 
下 示 礼拜 一 ， 礼 拜 二 和 礼拜 三 。 妆 接 困 2 一 17 所 标 日 期 到 各 点 取 货 时 ， 能 确保 在 同一 天 中 到 同一 点 取 贷 次 
歼 至 多 一 次 ， 而 且 三 天 为 一 周期 。 细 审 安 拆 原 则 为 《1》 任 何 闫 个 相 邻 的 顶点 均 为 不 同 的 日 期 ，《 2》 以 
顶点 序 安排 日 各 时 ， 在 《1 ) 之 下 要 优先 选用 M， 不 得 已 而 用 T， 最 后 用 史 。 这 就 是 色 数 问题 的 格 隆 地 内 
数 方 法 。 
5。 试 证 一 个 图 的 驱 的 总 数 为 ~ 二- >) delwo。 


. 5 
8。 试 证 在 一 个 图 中 ， 藕 数 为 奇数 的 顶点 个 数 必 为 非 奇 数 。 
7。 车 一 个 图 是 一 个 一 笔画 ， 试 论 其 顶点 次 数 应 满足 的 条 件 。 
8。 试 将 图 2 一 18 的 每 一 顶点 染 一 种 颜色 。 条 件 是 使 相 邻 顶点 染 不 同 的 颜色 。 试 证 图 2 一 18 为 4 色 图 
《 即 用 三 种 色 不 能 给 四 个 顶点 金 染 上 色 ， 但 4 种 闫 色 则 可 座 》。 


Yi 
" a Vy 
好 YAN 
图 2 一 18 色 图 图 2 一 19 10 利用 图 
9。 试 证 图 2 一 6 为 二 色 图 。 
10。 对 于 图 2 一 19 找 出 所 有 ， 
《a) 8 一 2 路 (8)〉 3 一 2 链 
《c) 辆 ， 《d) 回路 ， 
《e) 和 一 2 的 弧 荐 全 ， 《7 4 一 2 最 人 小强 割 集 ， 
(9) Te CD Ty): - 
CD TC {os92} 站 0) Tt} 广 
《并 ) 关联 矩阵 R 《1) 连接 扰 阵 Cs 
《m)》 回路 矩阵 ， (mn) 最 小 4 一 2 割 集 矩阵 。 


11， 试 证 若 图 中 恰 有 两 个 顶点 ", 及 w 它 们 的 次 数 为 奇数 ， 则 2 及"; 必 在 图 中 的 同一 连接 分 支 之 内 ， 即 存 
在 从 v, 到 +; 的 一 条 链 。 
12。 设 G = (V0,U) 为 一 个 完备 图 ， 则 必 存 建 顶 点 v, 合 对 所 有 项 点 v, 世 0,， 痢 有 一 条 长 度 最 多 为 2 的 路 。 
得 则 ,为 满足 上 列 条 件 的 顶点 的 充分 条 件 是 
[Ttw)— {od} i = na {5,}1 


丰 一 于 加， 本 加 有 彻 
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13。 试 证 无 向 图 G= (V, 吾 ) 为 二 部 疼 的 充分 必 训 条 件 是 每 一 个 团 均 售 有 介 数 条 边 。 
14。 试 证 以 下 三 个 图 G,，Gs 和 Gs 同 构 。 


Uy Vp 入 让 个 
人 人 
[A 他 省 人 下 
急 多 人 


图 2 一 20 局 构 图 


这 里 还 是 规定 仅 当下 >] 时 ， 才 打印 边 (1.T)、 应 用 邻 坟 林 际 证 注 订 站 组 寸 夯 地 三 二， 
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第 三 章 ” 轿 ， 余 圈 和 树 


在 图 的 研究 中 大 的 概念 起 着 重要 作用 ， 这 不 仅 是 涉及 到 导致 图 论 产生 的 那些 经 典 永 用 ， 
而 且 也 因为 对 于 图 论 本 身 的 理论 研究 ， 树 也 占有 关键 性 的 地 位 。 另 外 树 的 结构 及 其 性 质 有 直 
现 、 简 洁 的 特征 ， 也 促使 人们 常 从 类 着 手 来 讨论 更 为 复杂 的 图 的 结构 。 与 泽 、 延 伸 子 树 的 概 
念 密切 相关 的 是 图 和 余 图 (或 称 为 割 集 ) 的 概念 。 


第 一 节 图 的 轿 和 余 圈 


一 、 轩 和 余 图 的 结构 


不 论 在 图 的 理论 和 应 用 的 研究 方面 ， 图 和 回路 的 概念 都 是 很 重要 的 。 例 如 凡是 研究 过 最 
优 运输 方案 的 人员 ， 都 知道 路 网 中 略 的 重要 意义 。 又 例如 按 基 尔 雷 夫 定律 ， 在 电路 计算 中 ， 
方程 组 的 个 数 应 该 是 独立 轿 的 个 数 。 同 图 相 联 bd 
系 的 是 余 轿 。 如 北京 铁路 局 与 其 它 路 局 交界 上 
的 路 段 ， 用 图 的 语言 来 说 就 是 全 国 路 网 的 一 个 
余 圈 。 由 图 3 一 1 可 以 立刻 得 到 于 的 结构 特 


征 。 
Ga AAA GL 


图 3 一 1 国 的 结构 图 3 一 2 余 贺 结构 


性 质 3.1， 和 任何 一 个 图 都 可 以 分 解 为 基本 圈 的 并 。 
p= Up Um Up 

定义 3.1， 设 ACV，wt{A) 非 空 ， 则 又 称 A 的 关联 梨 @(A) 为 图 G=(V,U) 的 祭 图 。 若 
G4 为 G 的 一 个 连接 分 支 ， 态 ; 和 As 为 人 的 一 个 分 割 ， 且 Gah, 和 Gh, 均 为 Gh 的 连接 子 图 ， 则 
称 @(A1) 或 0(A,s) 为 一 甘 本 余 图 。 若 OCA) 二 2*(A) 或 o(A)=@% (A) 则 称 2(A) 为 一 余 回 
路 、 同 理 可 定义 基本 余 回 路 。 . 

与 图 3 一 1 相应 的 是 余 轿 的 结构 图 3 一 2 。 设 G=(V,U) 由 三 个 连接 分 支 G，, (i 二 1,2， 
3) 组 成 。 取 A 二 AL4UAs.1UAs.;， 则 (A) 为 一 个 余 图 。 显 然 olA) 为 三 个 基本 余 图 之 
和 ， 

oA)=oA DU OA) Uo(As a) 
暗 和 余 轴 的 基本 性 质 已 如 上 记述， 总 结 如 下 。 
性 质 3.2， 基 本 余 轿 为 最 小 割 集 (@ 中 取消 任 一 元 后 不 再 是 割 集 ) 。 
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性 质 3.3 ， 一 个 曾 是 基本 的 ， 其 充分 必 划 条件 是 它 为 不 可 分 的 ( 即 它 的 任何 一 个 部 分 都 
不 是 图 。 

性 质 3.4 ， 任 何 一 个 余 图 都 可 以 分 解 为 基本 余 关 的 和 。 

性 质 3.5 ， 一 个 余 图 是 基本 的 ， 其 充分 必要 条 件 是 它 为 不 可 分 的 ( 即 它 的 任何 一 部 分 都 
不 是 余 圈 ) 。 

前 西 个 性 质 是 十 分 显然 而 且 易 于 论证 ， 今 给 出 后 两 个 性 质 的 证 明 。 

证 明 性 质 3.4 设 w( 义 ) 为 一 个 余 画 ，GA 为 G= (Y,U) 中 有 的 生成 子 图 。 再 设 G 的 连接 分 


支 为 Gh，,，G4,，…，Gs,， 于 是 得 人 的 一 个 分 着 
A=AJUA,U."UA, 
则 D(A)=OAD) UOA) UU oA,) 


易 见 o(A) NGA = 只 要 ;sf。 设 Ge ,为 G 图 中 含 G。, 的 连接 分 支 。 若 由 C.~A ,所 产 
生 的 图 Go,-。 ,含有 1 个 连接 分 支 
Geo- Goa: Goe,ay 
则 OA =oLC ~ A IU OAC -AU…Uor(C, ~ AY) 
上 式 右 端 各 项 显然 是 互 不 相交 的 ， 测 且 e[(C 一 A,)1] 为 一 个 基本 余 图 。 因为 (Ci 一 人 A) 与 
AiU (CC 一 A)aU…U(C, -At 为 G 的 连接 分 支 Ge ,顶点 集 C, 的 一 个 分 轴 。 同 理 
of(C 一 全)2]，…，OF(C, 一 人 7 
均 为 共 本 余 团 ， 于 是 证 明了 性 质 3.4。 
证 明 性 质 3.5， 设 @ 是 一 个 基本 余 圈 ， 则 存在 G 的 一 个 连接 分 支 Ge 及 C 的 一 个 分 壮 
C=A,UA, 
使 二 wm(A1)， 其 中 Gh, 及 Gh, 生 为 连接 的 于 图 ， 故 % 不 可 分 
反之 ， 设 为 一 个 不 可 分 的 余 图 ， 必 存在 顶点 集 A， 使 0 二 @ (A)。 则 入 必 为 决定 连接 分 
文 的 顶点 集 C 的 于 集 ，A CC，Gc 为 一 个 连接 分 支 。 且 Gh 及 Gc-_s 均 为 连接 于 图 ， 从 而 2(A) 
为 一 基本 余 图 。 


二 、 图 的 回路 和 余 回路 分 解 

色 绝 引 理 将 图 G=(V,U) 的 弧 w 着 黑色 ， 而 后 将 其 余 加 一 1 条 训 以 红 、 黑 、 绿 三 色 任 
染 一 种 颜色 ， 则 恰 有 下 列 情况 之 一 成 立 ; 

1， 存在 一 个 包含 驱 w, 的 基本 图， 它 不 仿 绿 狐 ， 且 所 有 黑 弧 在 图 中 间 向 。 

2 存在 一 个 包含 弧 4 的 基本 余 轿 ， 它 不 合 红 弧 ， 且 所 有 黑 弧 在 余天 中 疝 向 。 

证 明 ， 用 下 列 迭 代 程序 相继 给 图 的 顶点 标号 。 

(1) 设 wa = (s,4) 则 将 顶点 a 标 交 9。 

(2 ) 若 顶 点 z 已 被 祭 号 了 ， 而 顶点 乡 与 zx 相 邻 尚未 标号 ， 当 下 列 条 件 之 一 成 立 ， 则 将 
项 点 乡 标号 ， : ， 

(a ) 存在 昧 弧 (z,y)， 或 

《6b ) 存在 红 弧 (z, 切 或 (sz)。 

当 标号 过 程 终止 时 ， 则 俗 有 以 下 两 种 情况 之 一 成 立 。 

情况 甲 ， 顶 点 5 标 了 号 了。 于 是 得 到 一 个 仿 弧 4 的 轿 #， 其 中 一 切 黑 练 同 向 ， 询 且 不 包 
含 绿 狐 。 由 性 质 8.1 可 知 存在 G 的 一 个 基本 团 1, 具 有 所 要 求 的 姓 质 。 
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情况 乙 ， 项 点 = 未 被 标 上 号 。 令 入 为 全 休 已 标号 的 顶点 集 。 则 wm (A) 为 一 个 余 图 ， 它 不 
含 红 弧 ， 而 且 任何 黑 绝 都 是 指向 A 的 ，u; 显然 也 在 《AA) 中 。 故 由 性 质 3.3， 存 在 含 wi 不 全 
红 弧 而 且 黑 弛 同和 疝 的 基本 余 图 。 

又 甲 、 乙 显然 是 对 立 的 ， 故 引 埋 得 证 。 

由 色 弥 引 理 ， 只 要 把 一 切 红 全 染 黑色 ， 则 立刻 得 到 图 的 分 解 定理 。 

定理 3.1， 每 一 条 弧 或 者 属于 一 个 基本 回路 ,或 者 属于 一个 基本 余 回 路 ， 但 任何 弧 都 不 
能 同时 具有 上 列 两 种 属性 。 


三 、 图 的 图 和 余力 〈 矢 量 ) 空间 


对 于 每 个 图 构造 两 个 矢量 空间 ， 即 轩 矢 量 空 间 和 余 圈 矢 量 空间 ， 这 对 某 些 理论 或 应 用 问 
题 的 论述 是 比较 方便 的 。 我 们 再 一 次 强调 指出 ， 我 们 所 讨论 的 图 总 是 指 

《 1) 它 的 顶点 是 编 了 号 的 # 个 点 ， V1， V2 to3 

(2) 它 的 驱 《 或 边 ) 也 是 编 了 号 的 由 个 元 ，xi，za，…，un。 
故 对 于 图 G= (Y,U) 的 每 一 个 于 4= (#4,，#4。，… ui,) 或 每 一 个 余 图 = Wi， 
wi,}， 都 可 以 用 只 有 两 个 元 的 域 ={0,1} 上 的 m 维 矢量 表示 


(el Es, “ey em) 
DO={61, 62, **, 6m) 
其 中 ej 及 61 为 零 或 1 ， 依 照 4, 不 在 或 在 4 或 中 而 定 。 在 域 .8 中 对 于 加 法 规定 1 + 1 = 0， 
其 余 运 算 依 常规 理解。 加 
于 是 圈 或 余 圈 的 并 与 它们 所 对 应 的 矢量 之 Ka 
和 就 可 以 等 置 。 若 一 个 0-t 矢 量 是 以 .9 的 元 为 攻 
系数 的 一 些 装 《作为 矢量 ) 的 线性 组 合 ， 则 称 4 
为 是 一 个 辕 矢 量 ， 类 似 定义 余 围 矢 量 ， 因 此 我 一 乡 
们 有 下 列 定 义 。 图 3 一 3 ”基本 恩 和 余 图 


定义 3.2， 图 的 全 部 图 矢量 所 成 的 集合 ， 由 作 图 的 图 空间 。 记 为 C(G) ; 可 类 似 地 定义 
图 的 余 图 空间 ， 记 为 C(G)。 
例 5.1: 图 3 一 3 有 六 个 基本 图 : 


Hi=(1,1,0,0,0,1); Ha=(1,0,1,0,0,1)s 
Ks=(0,1,1,0,0,0)s =(1,1,0,1,1,0); 
Hs=(0,0,0,1,1,1) Ka=(1,0,1,1,1,0)。 
还 有 六 个 基本 余 轿 ; 上 


Ooi=oluDy=(l, 1 1 0,0,0)， 
Oa,0) =00,1,1,1,0,1) 
os 一 wpioi)=(1,0,0,0，1，1)5 
OO v0) 一 人 00 0, 1 1 0)5 
@s=olyiuut) = 060,1,.1,0,1,1), 
os 一 Duiusr V0) = 1,0,0,1,0,1), 


关于 轿 矢 量 或 余 圈 矢量 的 相关 性 。 独 立 性 和 基底 、 秩 数 等 概念 ,与 一 般 矢量 空间 相同 ， 不 
一 一 重新 定义 。 这 里 特别 要 指出 的 是 矢量 的 线性 组 合 的 系数 只 能 在 .9 二 各,1} 中 。 例 如 ， 我 
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们 说 固 矢 量 L,，&，，*…，bh 为 《线性 ) 独立 的 ， 系 指 对 于 多 中 任意 六 个 本 全 为 赛 的 数 ei， 
2a，…， 84 总 有 
ER 十 ELs tte 0 
定义 3.5， 图 的 图 空间 C(G) 的 秩 数 ， 叫 作 团 铁 ， 记 为 *(G)。 间 理 余 加 空 间 C (G) 的 秩 
数 ， 叫 作 余 围 猴 ， 记 为 4(G)。 
我 们 再 重新 审查 图 3 一 3 。 由 于 
Hi 十 pa 十 Hi 一 人 
故 基本 圈 上 4 上，、4, 和 js 不 是 独立 和 的 。 事 实 上 
Ls + hs 
但 4,、ks 和 ks 是 互 独立 的 ， 这 是 由 于 它们 之 中 的 每 一 个 都 有 一 个 其 它 两 个 圈 不 包含 的 弧 。 
又 


Hs=H1 + 
Ha =H + hs + py 
从 而 基本 图 上 ，、Ks、4s 构 成 图 空 人 CCG) 的 一 组 基 康 。 故 此 图 的 图 秩 数 v(G) =3。 
m1、 及 ms 三 个 基本 余 因 显然 是 互 独 立 的 《审查 原则 同 #，,、&s 和 #6》。 上 且 
，、@a 一 0 了 os 
Ws = 0 +O 
De= 0 +o,+ oe 
故 余 辕 空间 已 (G) 的 秩 数 也 是 3 。 
hCG)= 一 3 
定理 3.2，m 维 空 介 R" 中 的 圈 空 间 C《G) 和 余 肝 空间 C(G) 正 交 ,C(G) LC (G)。 
证 明 ， 设 4EC(G) ,woEC (G) , 且 4 和 o 均 为 基本 的 ，@=w(AD)，C=A:UA:，GA， 
与 G, ,为 连接 子 图 ，Ge 为 G 的 连接 分 支 。 于 是 可 知 基本 于 /与 Gc 的 关系 只 有 两 种 情况 ， 


《a) LNGe=9 
这 时 显然 (因为 oC Gc》 它们 的 内 积 应 等 于 寒 ， 
{4,0)=03 


(6) KN Gerdg 则 4C Ge (因为 Ge 为 G 的 连接 分 支 ) 。 
玖 /与 @ 不 可 能 有 奇数 个 共同 边 ， 再 由 . 史 的 运算 法 则 1 + 1 = 0 可 知 (2,9) = 0 。 
最 后 由 内 积 的 线性 性质 和 天 矢量 及 余 图 矢量 均 可 表示 为 基本 图 和 基本 余 图 之 和 的 事实 
( 见 性 质 3,1 和 3.3) ， 可 知 对 任 一 4EC(G) 及 oEEG(G) 均 有 
(0)= 0 


第 二 节 树 和 佘 树 
笃 的 重要 性 不 仅仅 是 因为 它 在 多 方面 的 应 用 ， 而 且 对 于 图 论 本 身 的 发 展 也 占有 重要 地 


个 。 在 这 一 节 里 我 们 首先 由 刻画 树 的 特征 开始 ， 而 后 利用 医 的 延伸 树 来 构造 轩 空 间 的 一 组 基 
痉 ， 并 讨论 由 延伸 余 笃 所 得 到 余 圈 空 间 的 对 侦 结 构 。 
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一 、 树 的 特征 


定义 8.4， 一 个 连接 的 无 圈 图 叫 树 ， 所 有 违 接 分 支 均 为 树 的 图 叫 森 宁 。 

定理 3.3， 设 T= 二 (V,U) 是 一 个 阶 数 大 于 2 的 图 , 则 下 列 命题 等 价 (于 一 个 树 ) (IV| = #， 
IUI = mm): 

T,，T 是 一 个 树 ; 

T:，T 有 一 1 条 红 并 无 圈 ? 

Ts T 是 有 n 一 1 条 绝 的 连接 图 ， 

T,: T 无 贺 ， 若 在 U 中 加 人 一 新 弧 4， 则 图 中 恰 出 现 一 个 图 ， 

T;，T 是 最 小 连接 图 《 即 从 U 中 取 走 任 一 弧 之 后 所 余 图 形 不 再 是 连接 的 》， 

Ts， 从 了 的 任 一 顶点 w 到 另 一 顶点 uf， 恰 有 一 条 链 。 

证 明 由 T, 一 全 T:。 只 须 证 

m=n—1 

为 此 我 们 定义 顶点 wEY 的 & 阶 领域 如 下 ， 

Fito)={z，zEV， 从 4 到 z 的 最 短 链 A[u,z] 之 长 为 外 
由 于 了 为 将 ， 故 有 

T4(v) =Tr(v), F300) ={v}, 
叉 因 (n,m) 图 上 最 长 的 基本 链 之 长 小 于 n， 且 由 定义 i<j 时 Atv) NT4Cv) = 由， 从 而 可 得 了 
的 一 个 分 割 
Y= UT UT UR UT CD) (3 .1 
又 因为 树 上 无 图 ， 故 ?上 1<j 时 必 有 mr(Tf(o)，Ff(o))=0， 测 县 当 {fbiosjC 了 4Cv) 时 ， 
mr(v1,V4) 一 0。 再 注意 到 树 T 为 1 -图 ， 从 而 有 
m= T+ TW + + TW 一 4 一 上 

由 Ts 二 这 T,。 设 T 有 "一 1 条 弧 , 无 圈 并 有 了 个 连接 分 支 ， 那 么 它 的 每 一 分 支 必 也 无 图 ， 

从 而 了 为 一 森林 。 设 各 分 支 的 阶 依次 为 而 ，n4a，…，np， 则 由 T ,二 礼 了 ,之 证 明 得 ， 


m=n C1, m= —t, ,Mpls 
所 以 Ed 
即 n—1l=m=n—p 
从 而 得 p=1 


这 说 明 T, 成 立 。 

由 Ts 二 祖 T,。 设 T 有 nn 一 1 条 新 且 为 连接 的 。 

由 于 T 的 连接 性 故 3.1》 式 成 立 ， 而 且 由 于 mm 一” 一 1 故 

m= IFr(o)| + 下 和 ob 林寺 Tr Cw) {3.2) 
注意 到 mr (fv}, TrCv))= IFrCols mr THT) 下 村 (Co 一 1 一 2 
综合 以 上 二 式 得 
mr TF TE) = Ti4 (|), i=0,1,.%, n~2, 

这 说 明 对 于 4+1(v) 中 任 一 点 yy， 及 4(v) 中 唯一 的 一 个 顶点 z 使 (2,Y) EU 。 由 于 v 的 任意 
任 可 知 ， 从 T 上 的 任 一 顶点 v 到 其 它 顶 点 z 只 有 唯一 的 一 条 链 此 w,z]， 从 而 T 上 无 圈 。 

倘若 在 u ;与 yz 二 顶点 间 训 人 一 条 新 弧 x= 一 (ou,bs)。 则 # 与 T 上 原来 有 的 唯一 的 一 条 和 链 
红 v1,94] 构 成 一 个 圈 。 倘 车 尚 有 另外 一 个 图 C， 则 C 一 {u} 与 红 v;,0:] 是 在 T 上 连 控 v,，v， 
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的 两 个 不 同 链 ， 此 与 前 段 所 证 结果 矛盾 ， 故 了 ,成 立 。 

由 下 ,一 之 人 。。 设 了 无 固 , 若 在 U 中 加 一 新 弧 4, 则 图 中 怡 出 现 一 个 图 。 若 不 连接 , 则 存在 
两 个 分 属 不 同 分 支 的 顶点 yw, 和 ui， 那 末 将 4= (v4,41) 加 入 U 之 后 不 出 现 图 。 此 与 下 矛盾 ， 
故 了 是 连接 的 。 

次 证 T 的 最 小 连接 性 。 倘 若 存在 一 驱 xE ,将 z 现 除 后 所 得 差 图 T -fu} 仍 过 楼 ， 则 了 中 
必 有 一 个 合 弧 u 的 团 ， 此 也 与 ,矛盾 ， 故 了 是 最 小 尝 接 的 。 

由 Ts 一 交 了 。。 设 Ts 成 立 , 即 T 为 最 小 连 搂 的 。 故 对 任 二 顶点 ui 及 u 存 在 一 条 链 &Lu su 门 ， 
且 此 链 唯一 。 否 则 若 还 存在 另 一 条 链 ， 则 可 从 后 一 链 上 副 去 一 弧 仍 太太 环 过 接 性 ， 此 与 T， 
矛盾 。 

由 Ts 一 六 Ti。 设 Te 成 立 , 则 T 是 连接 的 。 倘 若 T 中 有 一 个 
癌 的 链 不 唯一 ， 此 与 Te 矛盾 ， 故 T) 成 立 。 

上 列 定理 从 六 个 不 同 的 侧面 ， 刘 加 了 树 的 特征 。 即 其 中 每 一 特征 均 可 作为 树 的 定义 ， 因 
为 它们 都 友 喘 了 硅 的 内 在 联系 。 今 后 我 们 将 依照 所 沦 问 题 的 形式 ， 适 当 的 选用 其 中 的 一 个 定 
义 或 特征 。 读 者 可 就 图 2 一 6 观 查 树 的 各 个 特征 。 

定义 3.5， 若 图 GG 的 顶点 v EV 的 次 数 为 1 ， 则 称 v 为 G 之 端点 。 

定理 3.4， 一 个 阶 数 为 #2> 2 的 树 ， 至 少 有 两 个 端点 。 

证 明 ， 设 下 = (VY,U) 为 一 个 树 ， 储 若 它 的 端点 至 多 有 一 个 ， 则 了 的 边 数 mm>- [2 


(4 一 们 十 1)， 故 wm 之 此 与 T; 的 四 一 2 一 1 矛盾 ; 故 阶 数 32 的 树 鞋 少 有 两 个 端点 。 

定理 3.5: 任何 一 个 连接 图 ， 都 含有 延 促 《 子 ) 树 。 

证 明 ， 设 图 G 是 连接 的 ， 守 找 盈 弧 〈 即 副 去 它 之 后 不 破坏 G 的 连接 性 ) ， 如 有 就 将 它 员 
去 ， 直 到 无 盈 弧 为 止 。 由 Ts 知 余下 的 图 为 延伸 树 。 


则 至 少 有 两 个 顶点 v1 及 vi 之 


二 、 图 基 的 选 法 
在 第 一 节 中 讨论 了 图 的 两 个 矢量 空间 ， 圈 空间 和 余 圈 空间 ， 又 在 第 二 节 《 一 ) 中 讨论 了 
树 及 其 特征 ， 将 两 者 结合 起 来 ， 我 们 很 容易 从 几何 的 角度 给 出 一 组 图 基 和 余 圈 基 。 
定理 3.6， 设 G 是 一 个 图 ， 有 # 个 顶点 、 以 条 弧 和 A 个 连接 分 支 。 则 腾空 间 的 秩 数 
+(G) 与 余 图 空间 的 秩 数 4(G) 分 别 为 
v(G)=m— n+p 
A(G)=n -Pp 
证 明 。 设 G 的 P 个 分 支 依 次 为 (my，m1) ，(ra ，ma)，…， (ro，fo) 图 。 由 定理 3.5， 可 
于 第 i 个 分 支 G, 中 选取 一 个 延伸 子 树 了 ,， 它 有 n, 个 顶点 、n, 一 1 条 边 ( 见 了 9))。 将 G, 一 了 ;中 
的 m; 一 1, 十 1 条 弧 依 次 加 到 T, 中 ， 将 使 了 ,恢复 到 G,。 由 了 ,可 知 在 Gi; 中 存在 mm 一 nm 十 1 个 瑟 
相 独 立 的 基本 图 ， 它 们 的 独立 性 是 由 于 它们 每 一 个 都 含有 一 个 别 的 较 没 有 的 弧 的 绿 故 。 所 以 
在 图 G 中 构造 出 了 


Dn nt D= Dm - Dutp=m-n+p 
个 独立 圈 。 ， 
其 次 我 们 再 来 构造 # 一 P 个 独立 的 基本 余 轿 。 
在 G, 中 任 取 一 点 c:， 则 @({a,) 为 基本 余 琐 之 和 。 改 可 从 w({fa) 的 -- 个 基本 余 轩 0” 
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中 取 一 条 绒 wf” ， 并 设 4f0 的 另 一 项 点 为 ay 。 
同 理 可 在 oC{al1，as}) 中 选 一 个 燕 本 余 辕 24" ， 并 在 i 中 取 一 条 红 w40 ， 并 设 wx 的 
另 一 端点 为 a; ， 注 意 ， os E{a1，az}。 
将 此 手续 重复 4, 一 1 次 之 后 ， 得 到 n, ~ 1 个 基本 余 圈 : 
OO OED ,OL i=1, 3. mp 
再 注意 到 它们 每 一 个 都 含 一 个 特殊 弧 ， 此 红 不 属于 任何 其 它 的 基本 余 圈 。 从 而 在 G, 中 可 以 
选 出 #: 一 1 个 独立 的 基本 余 轿 ， 因 此 在 GG 中共 可 选 出 
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个 独立 钓 基 本 余 圈 。 
最 后 证 明 网 G 的 问 秩 数 ，>(G) =m 一 n+ 05 余 贺 秩 数 ，14(G) 一 "一 0 
由 前 两 段 的 结果 得 !(G) 之 六 一 2+P，ACG)Zm 一 P 故 
yO +AOPm n+ tn—P=m 


再 由 定理 3.4， 可 得 相反 的 不 等 式 
mv(G) FAGY 
从 而 得 
v(G) + 4(G) =m 
所 以 vy(G)=m-ntp 
A(G)=n-p 


三 、 平面 对 的 图 基 和 余 图 基 


在 图 论 中 平面 图 具有 更 为 直观 ,清晰 的 特性 ,这 是 由 于 它 的 线条 布 列 互 不 相交 的 原故 。 对 
平面 图 的 含义 我 们 须要 作 进 一 步 的 解释 。 凡 是 能 够 在 球面 上 用 简单 曲线 画 出 的 图 G =(V,U)， 
只 要 是 各 边 的 交点 均 为 顶点， 那么 我 们 就 可 以 把 这 张 图 展示 在 平面 上 ， 而 保持 各 边 的 交 点 
均 仍 为 顶点。 今后 称 这 种 图 为 平面 图 。 怎 么 把 一 个 球面 上 的 图 展 在 平面 上 呢 ? 为 此 ,设想 一 个 
拓 提 变换 ， 我 们 在 球面 上 任 选 一 个 不 在 图 G = (V,U) 的 边 上 的 一 个 点 P( 称 它 为 无 穷 远 点 )》 
连接 了 与 球 心 0 之 直径 ， 设 此 直径 的 另 一 端点 为 Q。 将 Q@ 点 作为 球 与 平面 * 的 唯一 接触 点 ( 急 
点 ) ， 而 后 把 忆 点 从 球面 登 走 ， 使 球面 在 也 的 位 置 上 出 现 一 润 筷 。 最 后 我 们 把 带 洞 孔 的 球面 
阐 为 弹性 的 ， 逐 渐 把 洞 扩 大 ， 在 此 过 程 中 不 使 球面 破裂 和 重 短 ， 一 直 把 洞 扩大 到 使 洞 的 边缘 
连同 整个 球面 音信 地平 铺 在 平面 上 为 止 ， 见 图 3 一 4。 

在 图 3 一 4(a) 上 有 一 个 (6 ，10) 的 图 G = 二 (VY，U) 将 洞 孔 P 扩 大 成 图 3 一 4 (5b)。 
这 时 卫 点 原 位 置 扩大 成 Cs 闭 曲 线 ( 注 ， 这 条 曲线 仅仅 在 于 显示 洞 乱 扩大 的 边界 ， 这 条 线 本 
身 不 在 图 3 一 4 (6b) 的 开口 曲面 上 》。 最 后 把 整个 球 画 ( 涂 了 点 〉 展 在 平面 zx 上， 使 C0, 变 
为 平面 的 边界 〈 无 限 远 处 ) 。 

这 个 图 上 标 为 S;1，Ss，…，Ss 的 部 分 叫 作 平 面 图 的 有 限 面 ， .Se (包含 局 点 的 那 一 部 分 ) 
叫 作 它 的 无 限 面 。 对 于 平面 图 来 说 ， 各 有 限 面 的 边界 《今后 称 为 围 道 ) ， 就 构成 圈 空 间 的 一 
组 基底 。 钢 如 图 3 一 4 为 一 个 (46 ，10)》 图， 它 的 力 秩 

vG)=m—n+ 1=10-6+1=5 
疡 也 恰好 有 5 个 转 道 。 
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‘e) 
图 3 一 4 平面 闸 的 拓扑 变形 
定理 3.7， 在 一 个 平面 图 G 一 (V,U) 中 ， 所 有 有 限 面 的 围 道 组 成 一 组 圈 基 。 
证 明 ， 当 图 的 面 数 二 2 时 ,定理 显然 成 立 。 今 设 图 有 f 个 面 时 定理 成 立 ， 往 证 对 于 有 
f+ 1 个 面 的 图 定理 也 成 立 。 
倘若 所 有 的 围 道 都 没有 共同 颖 ， 定 理 显然 成 立 。 今 设 纠 为 两 个 国道 所 共有 ， 将 wu 从 图 
GG 取出 之 后 所 得 新 图 G' 恰 有 /个 面 、f 一 1 个 力道 ,由 假设 G' 的 圈 秩 »(G) = f 一 1 (注意 ， 
了 个 面 中 有 一 个 无 界面 ， 它 无 力道 )。 将 4 放 回 之 后 使 图 的 圈 秩 至 多 增 大 1 ， 而 又 确实 增加 
了 1 个 。 因 着 C,，Cs，*…Ci-: 为 G' 中 互 独 立 的 f 一 1 个 国道 ， 不 失 一 般 人 性 ， 没 4 与 Ci 在 
G 中 构成 两 个 相 邻 的 围 道 C 及 Cla， 俏 车 Cu，Cia，C2，…，Cr-i 非 直 相 独立 ,出 必 有 
Cu=CutaCs tt or 
其 中 aas，…，Gr- 1 为 零 成 1， 在 上 式 两 端 加 上 Ci 时 得 
C=aCs te +a-r 
此 与 C;,，C:，…Cy-1 为 G' 的 一 组 疾 基 矛盾 。 攻 v(G) = /， 即 含 f+ 1 个 面 的 图 G 的 全 体 疼 
道 构成 一 组 图 基 。 
定理 3.8，( 殉 拉 公式 ) ， 一 个 连接 的 (1m，1m) 平面 图 G， 有 个 面 时 ， 则 恒 有 
了 一 内 十 关 一 2 
证 明 ， 由 定理 3.7 得 >(G)= 了 一 1， 再 由 定理 3.6 所 得 结果 
PKG) 一 全 一 加 十 工 


化 较 上 列 二 结果 即 得 所 证 。 

例 3.2， 试 证 下 ,不 是 平面 图 。 

证 朋 ， 倘 车 天 s.* 是 平面 图 。 则 由 于 顶点 数 = 6 ， 边 数 im = 9 ， 故 其 图 秩 v (Ks,s) 一 各 
一 1 一 9-6+1=4， 面 数 了 =?( 开 :3) +1= 5。 另 一 方面 由 于 每 一 国道 至 少 有 四 
条 边 、 四 个 顶点 ， 而 每 一 顶点 又 与 3 个 面 接触 ， 所 以 有 关系 式 

3nZP4 丰 
故 应 有 18>20 
这 个 矛盾 来 源 于 “倘若 攻 s,s 为 平面 图 ”的 假设 。 故 玉 s, 不 是 平面 图 。 
推论 3.1， 一 个 单纯 平面 图 G(Y ,已 ) ， 必 有 一 顶点 u 使 dc(u) 委 5。 


证 明 ; 不 失 一 般 可 设 图 为 过 按 的 。 由 图 的 单纯 作 可 知 每 一 图 省 至少 有 三 条 边 。 由 图 G 构 
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造 它 的 面 - 线 关联 图 (A,E,,B〉， 其 中 A 为 G 的 面 的 集合 ，8B 为 G 的 边 的 集合 。 
规定 Ca ,bcEE， 
如 果 边 6 为 面 a 的 边界 ， 显 然 图 《A，E,，B》 的 弧 集 (A) 满 足 条 件 
3f <| oA) 2m 
上 列 第 一 个 不 等 式 基于 G 图 为 单纯 图 。 
俏 车 在 图 G= (Y,E) 中 各 顶点 之 次 数 均 大 于 5 ， 则 n < 名- 于 是 由 网 拉 公 式 得 ， 


. 2=n -mtf< m+ 


此 为 馆 盾 。 所 以 G 中 至 少 有 一 个 顶点 +? 满足 条 件 de(v) 拟 5。 

为 了 把 图 和 余 图 的 概念 及 其 内 部 联系 天 清楚 ， 我 们 引信 平 面 图 的 对 偶 概 念 。 

设 G=(V,U) 为 一 个 平面 连 冶 图 ,其 阶 数 m2>2。 按 下 列 方法 构造 的 平面 图 G*=(V*,U*) 
叫 作 图 G 的 对 偶 ( 见 图 3 一 5)。 

在 图 G〈 用 实 点 表示 它 的 顶点 ui 实 线 表示 它 的 边 ) 的 每 一 个 面 里 放 一 个 点 1, 于 是 得 
Gs* 的 顶点 集 VY=《f ，/:，…，f oj。 对 于 G 中 每 一 边 z ,构造 G* 的 一 条 边 e。， 若 4 为 面 f 
与 f; 的 公共 边 ， 则 。 连接 ,与 态 ， 并 用 叱 线 表 示 e 。 易 见 ， 

《1) G* 也 是 平面 连接 图 ， 

《2) G* 的 对 偶 为 G， 即 (G)*= Gy 

( 3) G 的 环 对 应 于 G* 的 一 条 晤 刷 边 ( 边 的 一 个 端点 之 次 数 为 1 时 谓 之 ) 。 上 反之 亦 然 
(如 图 3 一 5 中 的 ge 与 ceo xs 与 pa) 。 


图 3 一 5 ”对 侦 图 图 3 一 6 对偶 图 


定理 5.9， 连 搁 的 多 重 平面 图 GG 的 每 个 基本 图 ， 对 应 于 它 的 对 俩 G* 的 基本 余 图 。 上 反 之 


亦 然 。 
证 明 ， 设 上 = (ui，wa，…) 为 G 的 一 个 基本 圈 ， 设 A* 是 此 图 内 部 G* 中 的 顶点 集 。 令 
OAD {es, ez, .人 
由 于 在 G* 中 由 A* 所 决定 的 子 图 G*s 是 连接 的 。 这 是 因为 由 A 的 内 部 任 一 个 面 痢 可 到达/ 中 

其 它 各 面 的 缘故 ， 同 理 GY * 也 是 G* 的 连 综 了 图 ， 故 2 (A*) 为 一 基本 余 图 。 

今 设 吕 二 w《A1) 为 G 的 基本 余 图 ，A1 及 As 为 U 的 一 个 分 害 。 由 于 Gh 与 G4, 的 连 密 性 
和 G 的 平面 性 ， 可 以 将 @={u1，#s,…} 中 的 元 , 视 为 依 序 编号 的 。 于 是 1* 一 (es， es ，…》 
为 G* 的 基本 图 ( 见 图 3 一 6 )， 再 由 (G*)* 二 G 可 知 ，G* 的 每 一 基本 图 对 应 于 G 的 一 个 基本 
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余 圈 ， G* 的 每 一 基本 余 疾 对 应 于 G 的 一 个 基本 阅 。 
推论 3.2， 对 于 一 个 连接 的 平面 图 G 恒 有 
v(G#) =A(G), 
MG =>(G)。 
四 、 树 和 余 树 


定义 3.6: 图 G=(V，U) 的 一 个 延伸 子 图 再 = (VY， 了 三) 满足 条 件 ， 


《1》H 不 食 G 的 基本 余 匣 ; 

《2 ) 倘若 将 U 一 码 中 任 一 弧 # 加 入 至 之后，HU {uw} 包 含 G 的 一 个 基本 余 轿 。 
则 称 请 为 图 G 一 棍 余 树 。 

定理 8.10， 设 G=(VY，U) 为 一 个 连接 图 ， 并 设 U, 与 Us 为 G 的 弧 集 的 一 个 分 割 ， 

U=U,UU,, 
UNU,=¢ 

网 日 = (VY，U,) 为 余 树 的 充分 必要 条 件 是 T= (V，U,) 为 树 。 

证 明 充 分 福 ， 设 T= (V，U,) 是 树 ， 分 两 步 往 证 下 = (V， Us) 为 余 树 。 第 一 步 ,证 明正 没 
有 余 圈 。 倘 若 U: 中 包含 G 的 一 个 基本 余 圈 @(A)， 则 在 树 T 中 从 顶点 集 义 不 能 到 一 入 ,此 与 
T 为 树 矛盾 。 第 二 步 ， 证 明 任 取 uEU:， 则 U: U{2 } 必 包含 G 的 余 圈 。 由 树 的 特征 Te ， 知 
道 图 (V，U ,一 {tt 有 两 个 连接 分 支 。 设 它们 是 由 V 的 分 割 和 A;、 入 ,决定 。 则 mA，) 为 G 的 
基本 余 立 。 而 且 

oADCU,U{u} 

于 是 充分 性 得 证 。 

必要 性 ， 设 下 = (Y,U2:) 为 余 树 。 我 们 以 下 用 色 绝 引 理 来 证 明 T= (V，U,) 为 树 。 

首先 证 明 T 无 圈 。 设 w: E U1， 并 将 4: 着 黑色 , 而 将 U, 一 {41} 中 绒 均 着 红色 ， 将 U, 中 弧 
均 闭 绿色 。 由 于 有 H 为 余 树 ， 故 G 有 一 个 包含 w1 的 黑 、 绿 弧 构 成 的 余 萎 ， 从 而 不 能 再 有 包含 4， 
的 红 、 黑 弧 构 成 的 图 。 由 于 4 在 U 中 的 任意 性 ， 故 T 上 无 立 。 

其 次 证 明 ， 若 xzE Us， 则 ULU{w} 中 必 含 有 图 。 将 ta 营 黑色 ， 尽 将 Ui 中 弧 着 红色 ， 
将 ,一 {zs} 中 弧 状 绿色 。 由 于 G 中 没有 含 ws 的 黑 、 绿 余 图 ， 所 以 必 有 含 ws 的 黑 、 红 攻 。 由 
树 的 特征 T, 得 知 T 为 树 。 


五 、 定 向 问题 

在 铁路 运输 网 中 ， 不 论 是 单线 还 是 双 线 ， 从 图 的 角度 看 都 可 以 认为 是 单纯 (无 向 ) 图 。 居 
为 双 线 是 严格 区 分 上 、 下 行 ， 所 以 图 仍然 是 1~ 图 ， 区 别 仅 在 于 双 线 上 的 容量 加 大 。 在 单纯 
加 上 经 常 需 要 考虑 从 其 指 定 的 顶点 v1 出 发 ， 标 出 到 其 它 任意 点 的 一 条 有 向 路 。 这 个 间 题 不 论 
在 工业 生产 中 还 是 在 设计 中 都 常 磁 到 。 

定义 3.7， 一 个 满足 下 列 条 件 的 图 G= (V,U) 叫 作 有 根 树 ， 

ris 局 为 一 个 树 ; 

rs: 存在 一 个 顶点 4 ,对 G 中 任 一 其 它 项 点 wuE Y 都 存在 由 6 到 v 的 基本 路 PP.,。， 并 称 a 
为 树 的 根 。 

例 3.3， 在 图 3 一 7 (5 ) 中 给 出 了 一 个 单纯 图 G =(V,U)。 在 其 中 任意 指定 一 点 , 设 为 
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图 3 一 ? 图 的 定向 

C1) 试 标 定 一 个 以 v1 为 根 的 延伸 树 R= (V,W)， 

(2 ) 对 口 一 让 中 弛 C 也 标定 方向 ， 使 它们 与 R 的 结合 轿 均 为 回路 。 

和 解 ， 任 取 与 v! 相 邻 的 一 个 元 为 v1 的 后 继 元 ， 设 为 2， 划 标定 弧 的 方向 为 (v,，v2)。 而 后 
在 与 0: 相 邻 的 各 点 Te (v2) 中 , 任 取 一 个 不 在 {v1,v} 中 移 元 vs。 在 与 us 相 邻 的 各 点 Telvs) 
中 取 一 个 不 在 fv,，v。，b3} 中 的 元 0,、 癌 理 得 v6。 这 时 [elys)C{vi v3，vs，v4}， 称 
这 种 顶点 vs 为 折返 的 。 而 后 从 vs 沿路 Pis 一 (1，2，3，4，5) 返 同 依次 检查 ， 查 v4 不 
是 折返 的 。 于 是 在 Pe(v4) 一 {PP1,s} 中 任 取 一 点 v。《 也 用 1,s 表示 此 路 上 的 顶点 集 ) ， 在 
Te lve) 一 {Pis,ve} 中 任 取 一 点 v13 同 理 得 ve。 由 于 Tolva)C {Pisyveyv71vs}, 故 v 为 折 
返 的 。 至 此 由 图 可 知 v4,vs ,ve,V7 ,v8 均 为 折返 的 ， 

Toelw)C{vr va va Ve vo var vr vs}, f=4,5,6,7,8 
即 当 i 二 4，5，6，7，$8 时 , ,与 0, 相 邻 的 各 点 全 在 已 标号 的 顶点 中 。 

当 一 条 从 v1 出 发 的 路 ， 如 1,s， 的 端点 为 折返 点 时 ， 称 此 路 为 闲 端 路 。 于 是 P1,o 和 Ps 
二 (V1，V2，Vsa Vey Ve Yr 28) 均 为 闭 端 陷 。 

如 vs 为 非 折 返点 ， 辣 上 法 可 得 路 Pi 二 《V1，V2，v3，V0，V1io，V11)。 vs 为 非 折返 点 ， 
可 得 路 己 s 一 (ob v2 viz V19)e 

到 此 所 得 4 条 路 已,,s， 已 :,s， 忆 :ay， 呈 :8 上 每 一 个 顶点 都 是 折返 点 。 从 而 我 们 抬 这 些 
路 都 叫 作 折返 路 。 它 们 的 并 ， 就 是 以 v1 为 根 的 延伸 树 R 一 (V,W)。 为 了 进一步 讨论 , 我 们 各 
要 给 出 节点 的 定义 。 

定义 3-8， 图 上 项 点 的 次 数 之 3 时 ， 称 这 种 顶点 为 节点 。 

特别 强调 指出 ， 以 v ,为 根 的 树 R 上 ， 任 何 分 别 在 两 个 折返 路上 从 节点 到 末端 两 核 中 的 栅 
点 ， 在 G 中 都 不 会 相 邻 。 例 如 图 3 一 7《a ) 中 己 ,s 与 Pi 两 条 路 上 的 {uej 与 {ue，vwr，ua 之 
间 在 G 中 不 相 邻 ， 


moel{vs}, {ve, v7, vs})=0 
间 理 mel({vs, ve}, {va vin, mt) 一 0 

mol{vs, ves ves Vr ve}, {vs, 01))=0 
等 等 ,或 者 说 任何 一 条 折返 了 路 上 的 顶点 在 G 中 ,与 此 路 之 外 的 一 切 点 均 不 以 U 一 到 中 边 相 联 。 
而 后 对 任 一 边 e EU 一 W。 当 @ =[vi,v1] 时 ，f 了 之 了。 可 知 v, 及 vi 必 在 同一 条 折返 路 
上 ， 于 是 我 们 给 边 [ui，u 门 以 方向 ， 从 ur 到 u,《 自 大 指标 号 到 小 指标 号 ) 得 弧 《vi，v,)， 
例如 图 3 一 7(a) 上 用 虚线 所 画 各 绝 。 
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由 图 3 一 7 (a ) 可 见 任何 一 个 与 有 根 树 相 结 合 的 基本 关 全 是 基本 回路 。 而 且 G 在 定向 之 
后 所 得 图 G 的 所 有 基本 回路 都 是 与 尺 相 结合 的 。 

定理 3.11， 设 G ==(V， 玉 ) 是 一 个 单纯 图 ，v1 EY。 则 可 给 每 一 条 边 指出 一 个 方向 ,使 
得 新 图 人 = (V，U)， 

(1) 包含 一 个 以 w ,为 根 的 延伸 树 R 一 (VY，W)， 

(2 〉 与 R 相 结合 的 圈 为 回 巾 ， 

(3 ) 忆 的 基本 回 略 都 是 与 RR 相 结合 的 。 

证 明 ， 设 已 有 一 个 项 点 子 列 


Dis Va os Ves f=1l, 2, mo 
确定 一 个 最 大 的 脚 号 了 使 
Tolv) —{v va +) V4}, 1& jei 
非 空 ， 并 取 vr EPetw) {vy v2, 1 人 


下 将 万 [vy，v4+1] 标 上 从 顶点 v; 到 91,1 的 方向 ， 得 有 向 弧 《v/，v,,:) ， 由 于 图 G 的 有 限 性 
和 连接 性 ， 这 种 找 新 顶点 的 手续 必 可 在 有 限 步 之 后 停止 ， 且 任 一 顶点 都 被 纳 人 序列 。 

当 上 列 手续 终止 时 ， 有 向 弧 构 成 的 图 形 RR 一 《V，W》 为 一 个 以 v1 为 根 的 树 。 这 是 因为 
R 是 连接 的 、 无 图 的 《 见 定义 3.4) , 故 为 树 ， 又 在 民 上 由 v1 可 以 到 达 G 的 每 一 顶点 。 

由 ui 到 图 R 的 终点 集 Ts 中 每 一 顶点 有 唯 -- 的 一 条 路 ， 称 这 种 路 为 折返 的 。 由 R 中 各 项 点 
的 标号 过 程 可 见 ， 尚 未 定向 的 每 一 条 过 的 两 个 顶点 只 能 在 到 一 条 折返 路 上 。 

设 e 一 [yi，o 门 是 尚未 定向 的 边 ， 立 < 六。 则 将 e 定 疝 为 从 U 到 bi， 得 红 (oj，uD) 。 
于 是 得 G =(Y， 巨 ) 的 定向 图 全 ， 而 R 为 全 的 延伸 子 岩 。 故 台中 与 R 相 结合 的 基本 图 都 是 基 
本 回路 。 

最后 来 证 明 忆 的 任 一 基本 回 赂 & 都 是 与 R 相 结合 的 。 设 着 不 然 ， 则 中 至 少 要 有 有 现 个 红 
visr 1) 不 在 R 上 。 而 4 及 w' 的 相对 位 置 只 有 两 种 倩 况 , 一 是 缴 
4 及 Ww 的 顶点 都 在 同一 条 折返 略 上 ， 二 是 在 不 同 的 折返 路 上 。 但 由 图 3 一 8 可 见 ， 不 论 是 
哪 种 情况 者 与 /为 基本 回路 的 假设 矛 后 ， 故 /是 与 R 相 洁 合 的 回路 。 


(四) Cz) 


图 3 一 8 ”结合 徊 略 
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三 节 树 的 计数 


凡是 经 拓 盾 变换 可 以 变 为 平面 的 曲面 都 叫 作 拓 扑 平面 。 设 基 拓 扑 平面 上 有 + 个 点 ,我 们 想 
把 它们 用 树 ( 边 最 少 ， 联 起 来 ， 问 有 多 少 种 不 同 的 联 法 ? 我 们 设想 有 一 个 以 此 ”个 点 组 成 的 
KK. 集 团 ， 那 么 在 一 个 已 知 图 G (= 玫 ,) 里 有 多 少 不 同 的 延伸 子 树 ? 这 个 问题 在 实践 中 有 多 方 
面 的 应 用 。 例 如 某 地 区 有 ”个 地 址 ， 我 们 希望 把 它们 用 某 种 线路 连接 起 来 ， 问 有 多 少 不 同 的 
方案 ， 就 属于 这 类 问题 。 由 此 可 以 进一步 提出 一 个 问题 ， 如 何 连 接 才 使 线路 最 短 ? 本 节 就 来 


论述 这 些 问题 。 


一 、 共 有 指定 次 数 的 树 的 计数 问题 

我 们 首先 考虑 多 项 分 布 的 一 些 性 质 。 . 

性 质 3.6， 将 "个 不 同 的 物体 ， 分 为 P 堆 ， 使 各 堆 数 和 且 依 次 为 n!,，n。，…，ms， 则 不 同 
的 分 法 为 


n nl! 
( nas es = Ml oat eol 
证 明 ， 第 1 堆 的 不 同 取 法 为 (%,) 种 ， 第 2 堆 为 《"、":》 种 ， 最 后 一 堆 的 取 法 为 (，?) 种 。 
由 组 合 的 乘法 定理 可 得 ， 总 数 为 


nl 。 Cn—n1)l ， Cn nf)! ee tel 
Nl enn) nt (Hm na)! nl CH nh) mpl 
Ed m 
nl -=(,, Ha ».) 
性 质 5.7，( 多 项 展 式 ) ,对 任意 P 个 实数 41/，as，*…，a, 亿 有 
(14 gs+ + Go)" 一 之 ( " ae 
ar 


证 明 。 因 为 (al+ gs+…+ 4)" 
一 (aq: 十 G3 十 十 gp。(G1 十 Ga 十 习 二 gp) em (G+ ga + e+ Go) 


tf 个 - 
即 《gi 十 gz 十 … 十 G5)" 为 # 个 因子 之 积 。 在 这 个 展 式 中 ai4aaz ggz 的 出 现 可 认为 是 将 上 
列 # 个 因子 分 为 也 堆 ， 使 各 堆 因 于 数 依次 为 4,，fs，*…，np， 而 后 从 第 i 二 1，2,…，P 


堆 中 每 个 因子 里 都 取 第 让 个 加 项 a, ， 故 得 a?1 'a82。… ca3?。 所 以 在 展 式 中 atv ai 
4 8? 的 系数 等 于 将 # 个 不 同 * 的 物体 分 为 了 堆 ，n,，ns,，…#ts 的 不 同方 式 数 ， 由 性 质 3,6 得 


证 。 
我 们 知道 二 项 分 布 里 有 公式 
(2)=(%-1)+("a') 
用 这 里 的 记号 就 是 
(Ce 人 1 ) Cm tno ny 


* 因 为 备 因子 都 有 特定 的 位 置 ， 故 应 认为 是 不 同 的 。 


4 42 6 
它 的 正确 性 由 下 列 团 法 是 明显 的 把 5 个 不 同 物体 分 为 两 组 《 记 为 4 一 ni 十 mm》 的 不 同方 式 
的 总 数 为 (,，"，)。 另 一 方面 把 其 中 一 件 物品 特 丈 化 、 称 为 特 物 。 寺 是 特 物 在 堆 昌 的 组 合 
数 为 (1 1。 )， 在 ms 堆 里 的 组 合 数 为 ( ，" .| )， 故 根据 组 合 的 加 法 律 得 


Li nisn2— 1 


(el aa ( 二 1 ) 
把 这 种 思想 方法 推广 到 了 了 堆 就 有 下 面 的 性 质 。 
Bs) ss ) 


生生 CE 


在 这 些 基础 上 ， 就 可 计算 具有 指定 次 数 的 不 同 树 的 数 自 。 
定理 53.12; 设 T (rn; di，ds，…，d.) 表示 以 v;，w:，*…， vs 为 顶点 ， 且 指定 
dr(v)=d i 时， 站 二 1，2，"…，# 不 同 树 的 数 晶 ， 则 
Le 
di—1,ds— 1, 41) 
of 1 
ol 0! 1*1 


To dss da, de) =( 


证 明 ， 当 一 2 时 ， (di 一 d? 一 1) 定理 为 真 〈 注 意 ， 


设 n 二 上 时 上 式 为 真 。 

查 # 三 十 1 的 情况 。 不 失 一 般 可 设 d | 之 ds 之 之 ds: 一 dd 一 dr1== 1 《由 定理 3.4 可 
知 dn 王 d= 1) 。 而 第 十 1 个 顶点 v,,， 上 的 这 条 边 可 以 联 在 任何 一 个 次 数 >> [ 的 顶点 
上 ， 故 由 组 合 加 法 定理 得 


Tt dd dd ) ,Tid dd hdd 


gE-2 
由 假设 -a gd ad ld) 
&-1 
由 性 质 3.8 得 (dd ld 1) 
. ( (kg+ 1)—2 ) 
Wad-bmd ml, di-1 


故 定 理 对 于 的 任何 介 均 成 立 。 
由 此 定理 可 以 立刻 得 到 开 勒 《Caytey) 在 早期 得 到 的 一 个 结果 。 
推论 5 ， 有 个 顶点 的 不 同类 的 数目 为 咏 -* 。 
证 明 ， 总 数 应 为 Cn d，，ds，~，d.) 对 一 切 可 能 的 d :，…，d. 求 和 ， 
Sn n—2 
之 To ad) 之 ( ) 


a di Lm dl 


在 性 质 3.7 中 将 # 换 成 4 ~ 2 ， 而 项 数 忆 = ” ， 再 取 0i1 ==4;=*… 二 a 二 1 
则 得 上 式 右 端 之 值 
YY -2 
DC 


证 明 ， 设 已 有 一 个 项 点子 列 


Vs Yay es tes 站 2. 
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人 二、 已 知 转 延伸 子 树 的 计数 向 题 
设 G=(Y，U) 为 一 〈 无 环 ) 图 ， 它 的 结合 矩阵 为 《 见 定义 2,22) ， 


太一 [Ga 
定义 5.9， 对 于 〔〈 无 环 ) 图 G=(Y,U) 定 义 
dy 0 如 了， 
| Ba.,, 如 ?二 j。 
re 


并 称 矩阵 DD 一 (dj) 为 图 G 的 内 半 次 矩阵 。 


查 抵 阵 Ba, ee 
ti 
— 021 as 0 
D-A= > “ 
~、 


To ~ Se 
Eo 


易 见 D 一 入 的 每 一 列 之 和 均 为 零 ， 故 它 的 行列 式 应 为 零 。 下 列子 式 对 于 计算 延伸 子 树 其 有 十 


Ta, -es 
加 
之 
i 
-a Sia, ~ 一 as 
i 
= i 


-a 一 gas -a 
a ‘So, 
Ee 


引 理 3.1， 设 GCV,U) 有 个 顶点 、 吉 = 8 一 1 条 红 《 无 环 ) 。 则 G 是 一 个 以 v1 为 根 的 
树 的 充分 必要 条 件 是 Ai = 1， 否 则 J1= 0。 

证 明 ， 必 要 人 性 。 设 G 为 一 个 以 b: 为 根 的 得 ， 我 们 约定 沿 着 每 一 条 路 的 走向 ， 自 小 而 大 的 
为 每 一 个 顶点 编号 。 于 是 当 i 沁 j 了 时 44; 二 0。 而且 除 v1 之 外 的 每 一 个 顶点 v; 恒 有 ds(v,) 
= 1， 从 而 1 取 下 列 形 式 ， 故 其 值 为 1， “ 


1 -as 一 ai as 
0 1 -ow ~ -Os 
Li 1 


0 0 0 1 


充分 性 。 设 -1 = 1， 划 必 每 一 列 均 为 非 零 和 失 《 否则 其 行列 式 为 零 ) 。 这 说 明 每 一 顶点 
yizs 的 内 半 次 沟 大 于 零 ， 而 题 设 m=# 一 1， 故 图 G 的 内 半 次 之 和 


和 ! 


; 
Daditw)=n -1 


en 
因此 断言 da(v,)==1， 辣 2，3，…，#。da(v1) 一 0， 即 各 对 的 布 列 是 这 样 的 ， 从 v， | 
起 作 若 干 弧 达 一 群 新 顶点， 再 从 这 些 新 顶点 起 作 若 干 弧 达 若干 新 顶点 。 总 之 每 作 一 弧 达 一 新 
项 点， 所 以 x 一 1 条 弧 从 v1! 起 招 一 切 点 都 连 起 来 了 。 从 而 G 是 具有 # ~ 1 条 弧 的 连接 图 ， 故 
由 树 的 特征 Ts 知 GG 是 一 个 以 v1 为 根 的 树 。 
细 审 充分 性 的 证 明 过 程 ， 如 以 “ 设 J, 半 0” 代 蔡 “ 设 J1 = 1”。 则 仍 可 得 结论 “G 
是 一 个 以 w :为 根 的 树 ”。 从而-f; 关 0 等 价 于 -1 = 1 。 换 名 话说 ，G 不 是 以 ui 为 根 的 树 的 充 
分 必要 条 件 是 J1= 0， 引 理 证 毕 。 
定理 3.13， 设 G=(Y,U) 是 一 个 图 ， 则 G 的 以 v1 为 根 的 树 共 有 个。 
证 明 ， 须知 图 的 内 半 次 矩阵 D 也 是 利用 结合 矩阵 A 的 元 构 成 的 。 从 而 D 一 A 及 4 均 为 
由 入 构成 起 来 的 。 今 以 az,as,…，,a 表示 结合 矩阵 和 的 后 r 一 1 个 列 矢 ， 
划 可 知人 1 二 A1(a2,as,…,a,) 为 其 各 列 条 的 线性 函数 满足 下 列 性 质 ， 
可 加 性 。LAi C9825,af taf) 二 (a ea a ) Ai as ea) 
齐 次 竹 。LAi (as， Aais "ae) 一 A az ay ) 
今 令 ex 一 {0 0，1，0,…，,0} 即 第 R 个 元 为 1 ， 其 余 元 均 为 零 的 列 矢 。 于 是 有 


CH =4.( Base Doarsems "Dawes, ) 
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一 > COT TD (essenyeeyes 
TT 
与 人 41 (es,，e4rss …， es) 相对 应 地 构成 一 个 图 Go。， 它 的 仅 有 的 n 一 1 个 弧 为 (vs, v2)3 
pigs v3) os (Vis Un) 
这 个 图 G。 是 一 个 有 ?个 顶点、 了 一 2 一 工 条 弧 的 《无 环 ) 图 ， 从 而 由 引 现 得 知 Ji(e,， 
24s，""，@4,) 的 值 为 1 或 零 。 而 且 它 等 于 主 的 充分 必要 条 件 是 它 对 应 G 的 一 个 以 u 为 根 的 延 


体 树 Gs， 从 而 定理 得 证 。 
推论 4， 设 G= (Y, 孔 ) 为 一 单纯 图 ， 则 它 的 延伸 子 竺 的 数目 ， 等 于 下 列 站 阶 抢 阵 


也 = [8 的 子 式 Lus * 
deCoy 如 果 # 一 了 

8 一 ~ 上 faej 但 [vi,v/ EE 

1 0 ij) 但 Cy,,01)EE 
acoy bs - bs 
bs dolys) ~ bs. 
: 上 i : 

bas bs delv,) 
证 朋 ， 把 G 的 每 一 条 边 用 一 对 方向 相反 的 弧 代 玲 ， 设 所 得 图 为 G。 由 于 G 的 延 仲 子 衬 ， 和 
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与 的 以 u, 为 根 的 树 的 ]-1 对 应 关系 可 知 ，G 的 延 体 树 共有 人 个 。 


第 四 节 最 短 树 
一 、 和 问题 的 提出 


和 如果 想 用 铁路 网 把 一 组 城市 联接 起 来 ， 南 不 允许 铁路 在 城市 之 外 相交 ， 又 要 使 线路 总 长 
最 短 。 用 图 论 的 语言 来 说 就 是 要 把 ”个 有 圈定 位 置 的 点 ， 用 最 短 树 连接 起 来 。 又 如 在 印刷 电 
路 板 上 的 特定 位 置 有 # 个 端点 ， 需 要 将 它们 用 电路 连接 起 来 ， 并 且 不 允许 线路 在 非 节点 上 相 
交 ， 如 何 连接 才 使 线路 最 短 ? 

至 于 如 何 确定 最 短 袜 ， 显 然 必须 放弃 穷 举 法 。 因 为 定理 3,12 的 推论 3 已 算出 连接 *# 个 顶 
点 的 柚 的 数目 为 个， 即便 ”=30，3034 也 要 有 42 位 ， 所 以 即使 应 用 最 现代 化 的 计算 机 ， 
在 我 们 有 生 之 年 也 是 无 法 计算 的 ， 所 以 从 理论 上 对 最 短 树 的 探讨 是 十 分 必要 的 。 为 方便 计 ， 
我 们 以 下 总 设 任意 两 点 间 的 距离 均 不 相等 ， 在 相反 的 情况 下 ， 我 们 可 以 选取 远 小 于 最 小 计 长 
单位 的 数值 0 ， 并 肌 1+ 和 1 来 代替 原来 丽 个 相等 的 距离 f。 这 样 作 从 实用 观点 看 总 是 可 能 
的 ， 而 且 不 改变 最 短 树 的 实际 长 度 。 


二 、 最 短 树 的 性 质 


性质 3.9， 设 v1 是 一 个 与 0 . 蝶 离 最 近 的 顶点 ， 则 (v,，ws) 必 在 最 短 树 上 。 
证 明 ， 设 Cv,,v1》 不 在 最 短 树 T 上 ， 则 将 它 加 到 T 上 之 后 , 必 产生 一 个 图 ,如 图 3 一 9 所 


ed 
KK ~ 


图 $ 一 9 最 短 树 图 3 一 10 最 短 械 


在 此 图 上 必 有 与 顶点 vs 相连 的 男 -一 顶点 v。， 由 假设 (v4,51) 比 (v1,v1) 长 :从 而 当 用 
《v04) 替代 最 短 树 T 上 的 《up ) 时 ， 所 得 仍 为 一 树 且 比 T 更 短 ， 此 与 为 最 短 树 相 矛 
慎 。 故 (uaui) 在 最 短 树 上 。 

此 性 质 可 以 推广 如 下 。 

狂 质 5.10， 设 罗 及 而 为 顶点 集 VY 的 一 个 分 割 ，V 二 WU 现 并 设 《v1,01》 为 从 外 中 的 点 
到 底 中 点 一 切 可 能 连 线 中 最 短 的 一 条 《其 中 vi€ W，vjE 页) 。 则 《v1,01) 必 在 最 短 树 
上 。 ”i . 

证 明 ， 设 连接 久 与 玉 的 最 短线 《v1,v1》 不 在 最 短 树 T 土 。 则 将 《v1,51) 加 到 了 T 上 之 后 ， 
必 形 成 唯一 的 一 个 图 ， 如 图 3 一 10 所 示 。 

在 这 个 圈 上 必 有 从 多 到 克 中 的 另 一 线 ， 设 为 《vw,vs) 。 将 (uwo 从 图 中 取 走 之 后 ， 
所 得 的 仍 为 一 树 且 比 了 更 短 ， 此 为 矛盾 。 故 《uiuf) 必 在 最 短 树 上 上 。 
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由 最 后 这 一 住 质 容易 半 出 一 个 产生 最 短 树 的 方 著 ， 先 任 取 一 点 v1， 令 妇 ={os}， 设 从 多 
到 机 的 最 短线 为 《v1,v2) 。 将 《v1,02) 画 出 后 ， 令 W={v,,0:}， 重 复 上 列 步 强 前 双 
WW=V 为 止 。 普 然 所 得 图 是 具有 1 一 1 条 线 的 连接 图 ， 故 所 得 为 构 。 再 由 性质 3.10 可 知 此 料 
最 短 。 


三 、 最 短 树 产生 的 程序 


按 上 述 方法 连接 rn 个 指定 点 的 最 短 树 的 六 ortran 程序 如 下 ， 
Ce 此 程序 用 来 确定 连接 4 个 顶点 的 最 短 树 。 
REAL X(50), Y(50), DIST(50,50); 
INTEGER NEAR(50,50), NUMBER(0), INW (S50) 
C…… 输 入 N 及 坐标 、 初 始 数组 
READ(S,ID)N 
1 FORMAT(IZ) 
DO2I=i,N 
2 READ(5,3)X(D, YD) 
FORM AT(2F10.5) 
DO al=1,N 
NUMBER(D=0 
INW(D)=0 
DO4J=L,N 
DIST(U,D)=SQRT (XOD— XDI2HLY DY I*2) 
4 NEAR(U,D=0 
… 打 印 出 N、 举 标 、 距 离 短 阵 
WRITE(,IDN 
11 FORMAT(‘IN=’,I5) 
DO 12 K=1,N 
‘12 WRITE(6,13)X(K), YK) 
13 FORMAT(X=’,El14.7.'Y =’ .E14.7) 
DO 14 K=1,N . 
14 WRITEC6,1CDISTOK,L),L=1.N] 
‘15 FORMATCS(' ?,F8.3)] 
Co*…… 将 项 点 v1 放 在 WW 中 
INW(D)=1 
NODES=1 » 
?7 DMIN=1:E10 
Ce 为 确定 最 短 晤 圳 观察 从 允 中 的 型 W 申 的 ] 的 所 有 点 对 。 
DO 5 TI=1N 
7TETTN 于 个 .NGO7TO5 
C…… 顶 点 I 在 友 中 
DO 6 J=1,N 
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TFLINW(D. EQ.1IGOTOS 
C…… 顶 点 J 在 研 中 
TFLDIST(,D.GE.DMINIGOTOSG 
ISTAR=I 
JSTAR=] 
DMIN=DIST(,)) 
6 CONTINUE 
5 CONTINUE 
Cw 将 线 (I STAR,JSTAR) 添 入 ， 并 将 J STAR 放 入 WW 中 
M=NUMBER(ISTAR) +1 
NEAR(ISTAR,M)=J7 STAR 
M=NUMBER(JSTAR)+1 
NEAR(J STAR,M)=ISTAR 
NUMBER( STAR)=M 
INW(J ST AR)=1 
NODES=NODES+ 1 
C…… 若 未 结束 则 返回 
IF(NODES.LT.NGOTO? 
C…… 打 印 出 线 CL,N EAR(,D)] 荐 NEAR(U,1)>: 
DO 10 I=1,N 
M=NUMBER() 
DO 8 J=1,M 
TFENEAR(,D.LE.DGOTO8 
WRITE(6,D)IINEAR(U,D) 
8 CONTINUE 
10 CONTINUE 
9 FORMAT(BRANCH'’,I2’,TO’,] 2) 、 
STOP 
END 
以 下 我 们 说 明 上 列 程 序 的 工作 过 程 。 
首先 ， 存 储 地 址 是 实 的 一 维 数组 又 (ID) 和 Y(D ， 它 们 分 别 为 顶点 I( 即 w)) 的 zx 和 2 坐标 。 其 
次 拱 定 给 实 二 维 教 组 DIST(I,J) 的 地 址 表示 项 点] 录 (J 之 间 的 距离 。 当 坐标 输入 之 后 ， 上 距离 矩 
阵 便 可 以 计算 出 来 。 当 此 程序 将 树 构 造 出 来 之 后 ， 就 以 邻接 目录 形式 把 它 储存 起 来 ， 数 组 
NOMBER() 表示 与 顶点 I[ 相 邻 的 顶点 数 ， 即 NU MBER=d(D， 而 数组 NEAR(L,TD) 
是 与 顶点 I 相 邻 的 第 J 个 顶点 。 上 述 程序 对 于 不 超过 50 个 顶点 的 问题 握 供 了 一 个 存储 方法 。 
一 维 数组 TN 玉 (]) 指 出 顶点 是否 在 到 之 中 车 顶点 I 在 交 中 则 IN (D 为 1 否则 为 
零 。 
此 程序 由 输入 顶点 数 N 开 始 执行 ， 而 后 是 坐标 X(D 和 Y(D。 其 次 ， 数 组 NUMBER 
(D、JNW(DD 和 六 EARKI,J) 的 初始 值 均 为 零 ， 然 后 计算 并 填写 眶 离 算 阵 DIST(,7)。 
作 完 这 些 步 又 之 后 ， 把 N、 誉 标 和 肛 离 算 阵 都 打印 册 来 ， 一 直到 说 明 15。 


一 一 一 
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令 TN 厂 (1) 等 于 1 表示 从 人 Y 中 的 第 一 个 项 点 v, 开 始 ， 我 们 总 用 变 元 NODES 表 示 V 中 的 
记 归 入 W 中 的 顶点 的 数目 ， 起 始 时 令 NODES=1， 当 NODES=N 时 则 止 。 

寻找 从 W 中 的 顶点 ( 称 为 TST 4R) 到 碘 由 点 〈 称 为 JS7 AR) 的 最 短线 的 代码 ， 是 从 说 
明 7 开始 而 直至 说 明 5 终止 的 。 而 后 ， 将 新 线 (1STAR,JSTAR) 添 人 树 中 ， 为 此 逢 及 
时 校正 YNOM 有 ER (ISTAR). NUMBER (JSTAR).、 NEAR (ISTAR,M) 和 
WE4R(TST4R,MD)。 然 后 由 IFN 隐 (J STAR) 等 于 1 和 使 NODES 增 加 1 的 方法 ， 将 顶 
点 STAR 放 在 W 中 。 于 此 要 鉴定 NODES， 若 它 小 于 N 则 返回 到 说 明 7， 而 寻找 另 一 个 新 
线 并 把 它 加 到 料 上 ， 若 它 等 于 N 则 停止 ， 并 在 料 上 打印 出 此 线 。 须 知 仅 在 j 疙 ?时 我 们 才 打 印 
(i, 了 ) ， 这 表明 每 一 线 仅 打 印 一 次 。 


图 3 一 11 景 短 树 程序 


图 3 一 11 作 为 一 个 例子 给 出 了 10 个 点 的 由 最 短 树 程序 产生 的 狗 。 它 们 的 原始 资料 如 下 ， 


Col,11 
10 -AN 
0. 0. X,Y 
0. i. XX2) ,YY(2) 
0， 3. 了 
1. 0. 
1 2. 
1. 4 
2. 1、 
2. 2. 
2， 3. 
3, 0, X10), YC10) 


在 第 一 个 卡 上 记录 着 顶点 数 N， 其 余 的 记录 着 坐标 。 当 程序 终止 时 的 输出 如 下 ， 人 顶点 数 
N、 坐 标 目 录 、D15ST 和 矩 注 和 解 中 的 线 。 
N=10 
X=0.0000000E 00 Y=0.0000000F 00 
X=0.0000000E 00 Y=0.1000000E 01 
X=0.0000000E :00 Y=0.3000000E 01 
X=0.1000000E 01 Y=0.0000000E 00 
X=0.1000000E 01 Y=0.2000000E 01 


X=0.1000000E 01 
X=0,.2000000E 0 
X=0,2000000E 01 
X=0.2000000E 01 
X=0.3000000E 01 


0.000 1.000 3.000 1.000 2.236 
1.000 0.000 2.000 1.414 1.416 
3.000 2.000 0.000 3.162 1.414 
1.000 1.414 3.162 0.000 2.000 
2.236 1.414 1.414 2,000 0.000 
4.123 3.162 1.414 4.000 2.000 
2.236 2.000 2.282 1.414 1.414 
2.282 2.236 2.236 2.236 1.000 
3.606 2.282 2.000 3.162 1.414 
3.000 3,.162 4.243 2.000 2.828 
BRANCH 
BRANCH 
BRANCH 
BRANCH 
BRANCH 
BRANCH 
BRANCH 
BRANCH 
BRANCH 
这 个 例子 与 最 短 树 程序 所 要 求 的 条 件 : 


“任意 二 顶点 间 的 蜡 离 不 等 ”不 符 。 当 然 可 以 事 
先 将 各 点 间 的 距离 稍 加 改变 ， 但 也 可 以 不 改变 而 采用 以 下 办 法 ， 当 顶点 v1 与 两 个 以 上 的 点 的 


2 
2 
1 
1 
,000 3.162 
2 
1 
2 


如 


Y=0.4000000E 
Y=0.1000000E 
Y=0.2000000E 
Y=0.3000000E 
Y=0.0000000EE 


.123 2.236 


,000 
.828 
,14 
414 


.000 
.000 
000 


.472 1.414 


1702 
1704 
2705 
3705 
3TO6 
57O8 
7TO8 
77TO10 
87O9 


2.828 
2.236 
2.236 
2.236 
1.000 


606 


.828 
.000 
.162 
414 
414 
.000 
.000 
000 
.162 
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3.000 
3.162 
.243 
2.000 
2.828 
4.472 
1.414 
2.236 
3.162 
0.000 


距离 均 为 最 小 时 ， 可 以 任 选 其 一 为 wu， 了 = 守 十 荆 。 这 样 构造 出 来 最 短 检 的 总 长 不 变 比较 容 


易 证 明 ， 只 是 答案 并 非 唯 一 。 例 如 在 上 列 例 子 中 ， 我 们 可 以 用 (4.7) 来 代替 〈2.5) 仍 得 最 


短 树 。 


四 、 上 列 程 序 产生 最 短 树 的 证 明 
设 选 出 的 线 依次 为 41,42，…, ,1， 并 设 B 为 这 些 线 所 产生 的 图 ， 了 为 最 短 树 。 
首先 指出 了 B 是 一 个 树 。 这 是 因为 B 有 # 一 1 条 线 ， 而 且 是 连接 的 。 
其 次 证 明了 B 就 是 最 短 树 T。 倘 若 B 关 T。 设 凡是 zi:us yu 中 第 一 个 不 在 T 中 的 线 ， 


把 4 加 到 了 上 ， 所 得 图 T“ 有 唯一 的 一 个 圈 。 由 于 B 为 树 ,所 以 此 图 中 诗 少 有 一 条 线 设 为 e 不 在 


B 中 。 把 e 从 T* 中 取出 后 设 得 到 图 T*。 由 于 zxa…oai-: 均 在 T 中 ， 故 它们 不 会 形 成 图 ， 


扬 以 e 比 岂 要 长 ， 否 则 e 就 应 当 在 41,4w:,…，4, 之 中 。 从 而 了 ?是 一 个 比 T 还 要 短 的 树 ， 这 与 


下 为 最 短 树 矛盾 。 
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第 五 节 与 树 有 关 的 问题 


关于 树 的 研究 不 论 在 理论 和 应 用 方面 均 极 广泛 ， 除 上 列 已 讲 到 的 一 些 癌 题 之 外 ， 再 指出 
以 下 各 问题 供 参考 。 


一 、 最 短 树 的 其 它 构 造 方法 一 一 Kruskal ( 柯 若 斯 山 尔 方法 


该 方法 分 四 步 ， 

(1) 把 所 有 的 边 以 边 长 之 增 序 记录 下 来 

《2 ) 选 出 最 短 的 一 条 边 ; 

《3) 在 所 有 未 选 到 的 边 中 ， 选 出 满足 以 下 条 件 的 最 短 边 ， 即 保证 它 和 已 选 出 的 边 不 会 
形成 图 ， 

《4 ) 重复 步骤 (3) ， 一 直到 选 出 4# 一 1 条 边 为 止 。 

这 个 方法 在 假设 各 边 长 灼 不 相等 的 条 件 下 ， 可 以 证 明 最 短 树 是 唯一 的 。 证 靶 同 第 三 章 第 
四 市 之 四 。 


二 、 用 电子 计算 机 存储 树 的 方式 

下 面 介绍 定位 二 元 树 方法 ， 其 要 点 如 下 。 

车 T=《V, 丰 ) 是 一 个 以 u 为 根 的 有 向 树 ， 称 Posi) 中 的 元 为 树 下 上 的 一 阶 点 ; 车 
v2€ 工 (o1)， V3E 太 (6,,) 则 称 vs 为 二 阶 点 , 同 理 可 以 定义 树 了 上 的 & 阶 点 =1,2,…, (<4 一 1)。 
对 任 一 顶点 v 称 三 (,> 雁 的 点 之 间 具 有 同胞 关系 。 若 对 任 一 项 点 v€ V, 恒 有 上 cw 所 +r, 则 称 此 
树 了 为 ! 元 树 。 若 到 oo] =7r 或 0 对 一 切 uE€ VY 成 立 , 则 称 此 树 为 完全 r 元 树 。 若 将 树 的 根 放 在 
顶部 并 将 各 点 之 子 〈 即 后 继 元 ) 自 堪 至 右 给 以 固定 次 序 ， 册 称 此 树 为 定位 r 元 树 或 称 为 典 型 7 
元 树 。 


图 3 一 12 为 典型 完全 二 元 树 。 它 的 各 点 编号 规定 为 由 上 而 下 ， 自 左 而 右 。“0” 表 寻 
左 ，“1 ”表示 右 。 人 第 忆 阶 点 的 标 码 恰 有 个 数码 ， 其 前 一 1 个 数码 栓 为 其 先行 元 的 标 
码 。 这 种 表示 法 是 便于 电子 计算 机 存储 的 方式 。 倘 若 能 把 一 般 的 树 与 二 元 树 1-1 对 应 起 来 ， 
则 一 般 树 的 存储 向 题 也 是 可 以 用 此 种 方式 存储 的 。 以 下 给 出 这 种 对 应 法 则 ， 
设 有 一 个 有 向 树 T 如 图 3 一 13 所 示 ， 由 此 分 别 构造 图 3 一 14 及 图 3 一 15。 
7 


oo 
图 3 一 12 典型 二 元 树 图 3 一 13 有 向 树 


图 3 一 14、3 一 15 的 由 来 分 两 步 。 第 一 步 在 每 一 个 顶点 上 只 保留 最 左边 的 一 条 强 ， 并 将 
其 它 各 弧 油 除 ， 同 时 在 每 一 阶段 从 最 左边 的 顶点 依次 向 右 ， 用 水 平 边 将 其 同胞 顶点 连接 得 图 
3 一 14。 而 后 转 入 第 二 步 ， 对 任 一 特定 顶点 按 下 列 方式 选择 左右 于 。 左 于 取 该 顶点 紧 下 边 的 
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那个 项 点 ， 者 子 为 其 右 便 第 一 个 同胞 点 ， 依 此 得 图 3 一 15。 局 样 ， 可 以 用 定位 二 元 树 表示 任 
一 森林 。 


图 3 一 14 局 胞 形式 
和 A 
符 
钥 3 一 15 二 元 类 形式 
个 折 
图 3 一 16 代数 式 树 
大 学 生 ? 


图 3 一 17 判决 儿 列 树 


三 、 树 的 应 用 实例 
例 3.4， 一 个 加 括号 的 代数 式 或 者 命题 逻辑 里 的 合式 公式 (weli-formed formula》 
都 可 以 用 树 表示 。 例 如 代数 式 v10s + (v4+ 二) vs 可 以 用 图 3 一 16 表 示 。 其 中 各 终端 的 顶 
点 表示 运算 元 素 ， 各 个 回 图 (内 部 加 运算 符 的 ) 节点 表示 相应 的 运算 步骤 。 其 中 短 斜 线圈 @ 
“表示 除法 运算 。 树 所 指示 的 运算 次 序 是 左 先 右 后 、 自 下 而 上 。 在 节点 上 的 运算 指示 ， 只 有 其 
左右 子 均 已 变 成 数 或 式 子 或 合式 公式 时 才能 进行 。 显 然 用 树 表 示 算 术 表达 式 的 技术 ， 在 书写 


机 器 指令 的 编译 程序 时 是 很 有 用 的 。 ， 
例 3.5， 树 也 可 以 用 来 表示 判决 叙 列 ， 见 图 3 一 17 的 判决 叙 烈 树 。 这 也 是 一 个 二 元 树 。 
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还 有 分 类 树 ， 它 不 是 二 元 的 。 这 些 例 子 显 示 出 电子 计算 机 在 社会 调查 中 的 应 用 。 


习 


1.。 试 作 一 个 图 G= (VY,U》， 并 选取 适当 的 顶点 集 A CY，BCV， 使 余 几 CA) 为 一 回路 。 使 基 
本 余 回 路 QB) = w+(B) 为 一 个 图 。 
2.。 试 论 允 制 集 与 余 轿 、 基 本 余 加 的 关系 。 
83。 利用 欧 拉 公式 证 明 Ks 不 是 不曾 图 。 
4。 设 吕 是 图 G 的 边 的 子 集 ， 试 证 中 为 余 网 的 充分 必要 条 件 是 它 同 G 的 基本 圈 不 可 能 仅 有 一 个 共同 边 ; 
且 对 于 名 的 每 一 对 边 e1!，es&€ % 存 在 一 个 基本 图 上 使 
HNo= {er esa} 
5.。 试 证 图 G= (Y,U) 为 一 有 根 树 的 充分 必要 条 件 是 存在 唯一 的 一 个 顶点 6， 使 da) = 0， 而 用 对 
任 一 顶点 2EY 总 有 da = 1。 
6-. 试 证 对 树 上 任何 两 点 有 唯一 的 一 条 链 联 结 它们 。 
?。， 图 论 中 的 树 和 植物 学 中 的 树 在 什么 意义 之 下 是 相似 的 ? 
8。 试 证 项 点数 大 于 2 的 树 至 少 有 其 个 端点 (如 次 数 专 1 的 O 
顶点 ) 。 
9.。 试 证 恰 有 两 个 端点 的 桂 ， 只 能 是 一 条 基本 链 。 
19。 有 "个 顶点 、n 一 工 个 端点 的 树 是 什么 形状 ? 在 同 构 的 
意义 下 有 多 少 种 这 样子 的 树 ? 
11, 给 出 已 知 顶 点 集 V 的 最 长 树 的 构造 方法 ， 并 证 明之 。 图 3 一 18 ema 图 
12. 将 图 3 一 18 用 一 个 完全 二 元 本 表示 出 来 ? 
18、 试 证 ， 有 +# 个 顶点 ，m 条 强 的 强 连 接 *1- 图 的 强 连 接 性 济 到 破坏 时 ， 最 少 需 要 移 去 的 强 数 为 (人 
14。 设 G 是 一 个 4 阶 无 向 图 ，T =《V,U) 为 G 的 延伸 子 材 ， 试 证 G 的 每 个 边 割 集中 ， 至 少 包 含 树 工 的 一 
条 边 。 
15。 试 证 连接 图 的 每 一 条 边 至 少 包 合 在 一 个 延 促 子 树 中 。 
。 一个? 阶 有 向 1- 图 G= (VY, 下 ) 称 为 降序 的 ， 系 指 它 的 顶点 可 以 这 样 编 以 序号 ， 使 i2>7 财 
wuE Fe, 试 证 图 G 为 降序 的 去 分 必要 条 件 是 它 不 合 回 路 。 


* 关于 强 连 接 性 的 定义 请 参考 定义 4.5。 
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第 四 章 路 径 问 是 


在 图 的 应 用 中 、 与 交通 、 信 息 传输 有 关 的 最 简单 的 阿 题 是 要 判定 图 上 某 两 点 间 是 查 存 在 
有 路 径 ， 其 次 是 进而 找 出 一 条 连接 两 点 间 的 路 径 ， 最 后 一 个 问题 是 要 找 出 一 条 最 短 的 、 次 短 
的 路 径 。 
作为 头 一 个 间 题 的 实例 ， 有 这 样 的 问题 ， 如 某 两 地 是 否 由 铁路 运输 线 ， 或 陆 上 交通 线 联 
结 。 也 可 以 举 出 某 电 器 上 两 节点 间 的 线路 是 否 完 好 等 等 。 这 里 的 核心 问题 是 要 提供 一 种 数学 
模型 ， 借 以 对 此 类 问题 进行 理论 研究 。 

作为 第 二 类 河 题 的 实例 ， 可 以 举 出 迷 宜 问题 的 解法 和 查找 某 电 路 板 上 的 断裂 季 点 。 又 如 
在 电话 开关 网 络 中 ， 当 一 个 呼 苞 济 来 之 后 只 要 把 线路 接 通 就 行 。 

作为 第 三 类 问题 的 实例 是 最 容易 使 人 理 解 的 。 在 一 般 交通 运输 中 ， 顾 客 总 要 求 走 最 短路 
径 ， 而 当 它 被 占用 时 转 而 要 求 走 次 短路 径 。 因 此 在 一 个 给 定 图 上 研究 寻找 第 短路 径 的 方法 
就 是 十 分 必要 的 了 。 

在 本 章 之 末 我 们 还 将 提 到 与 路 径 有 关 的 概念 。 


第 一 节 道 路 图 “ 
一 、 道 除 图 及 有 关 硫 念 
我 们 在 定义 2.29 中 定义 了 一 个 图 G= (V,U) 的 逻辑 积 ， 
GY-GAG=(V,U)) 
其 中 ur wEYVY 时 ， 《ooDEUG2 的 充分 必要 条 件 是 在 G 中 存在 一 条 长 度 丛 好 等 于 2 的 
路 卫 ,，，。,， 并 由 递归 方法 定义 了 
GD=GAGA…AG=(V,U52) 
个 
人 uaD) € Um 的 充分 必要 条 件 是 在 G 中 存在 一 条 从 t, 到 v1 的 长 内 为 的 路 。 
在 定义 2.30 中 定义 了 两 个 图 G ,一 (V1 ,U1)》 及 GG, 一 (Vs,Us) 的 逻辑 和 ， 
- GIVG,= (VY,U,VU,) 
其 中 U,YU: 表 示 集 合 论 意义 下 的 并 集 。 在 定义 2.31 中 对 二 阶 图 G 定 义 了 它 的 道路 图 
G’=GVGOV VG™ 
并 且 记 为 G” 一 (V,U")。 为 了 对 道路 图 进行 细致 而 深入 的 讨论 ， 我 们 引 人 以 下 概念 。 
定义 4.1， 设 "为 有 向 1- 图 G= (V, 本 ) 的 一 个 顶点 ， 若 存在 一 条 由 G 的 顶点 v’ 到 2 的 略 
己 。 ，,. 则 称 项 点 v 是 由 v 可 达 的 。 - 
注意 可 达 性 概念 与 顶点 0 及 u' 癌 的 路 己 .' ,的 长 度 无 关 *， 也 与 这 种 路 的 数目 无 关 ， 关 


* ”这 里 以 及 后 继 部 分 ， 对 于 没有 “表示 边 的 长 度 ) 权 的 图 ， 在 谈 到 路 或 链 竺 的 长 度 时 ， 总 是 指 路 或 链 上 边 的 到 
县 。 
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键 是 只 要 存在 这 样 的 路 书 ,。。 为 了 逻辑 上 的 完备 性 我 们 总 设 每 一 顶点 由 其 本 身 可 达 。 
定义 4.2， 若 顶点 v 可 由 v 到达， 称 从 顶点 到 > 的 最 短路 径 为 一 条 测 地 线 。 从 z 到 
的 测 池 线 之 长 称 为 从 w 到 "的 距离 记 为 d(u“ ,uv)， 它 有 以 下 三 性 质 : 
dau)Z205 《 叫 非 负 性 ) 
da 一 05 《了 叫 反 幢 性 > 
Qu)T+d(ouW)Z2dCw)。 (M1 三 角形 不 等 式 ) 
若 由 顶点 4 不 能 达 v0， 则 记 d (4 ,v )=oo。 
我 们 援引 以 前 的 方法 ， 可 以 把 顶点 间 的 可 


达 性 概念 加 以 拓 延 。 w 
定义 4.3， 由 顶点 可 以 达到 的 顶点 集合 2 
叫 作 b 的 可 达 集 ， 记 为 R(v)。 设 5 为 顶点 集 V 人 ‘ yo 


的 子 集 ， 凡 可 由 S 中 顶点 达到 的 顶点 集 , 叫 作 5 
的 可 达 集 记 为 R(S)。 

对 于 图 4 一 1 有 下 列 结果 

RO(v)=RGv)=R(v)=RO) 一 Rus) = {vv V3, var vs ve 
Rve) ={u0}; ROv) = {ve v7}; Ron) ={ve, v7 ves 
Rvs) = {vo}: Roy 一 tu Rlve, vayve, v0) =V=R(V, vs, vs, V10), 
定义 4.4， 在 图 G=(Y,U) 中 ， 子 集 XCY 若 满足 下 列 二 条 件 则 称 为 顶点 基 。 
(1) R(X)=V, 
(2) 和 的 任 一 真子 集 不 只 性 质 (1) 。 

在 图 4 一 1 中 集合 {ulyusyusyyitj 及 {fusyusyusyuto} 均 为 顶点 基 。 

和 性质 4.1， 项 点 基 S, 有 下 列 性 质 ， 

《1) 车 "为 孤立 点 则 vE S13 

《2 ) 图 的 起 点 集 Se 必 在 5S, 中 ，SeCSys 

(3) 对 于 S: 中 的 任意 两 个 顶点 及 ,全 有 #ER(u)， 
(4) 闫 vE VY,d5(v)>0， 且 t 不 在 回 咯 上 ， 则 vE Ss 

《5) 车 GG 为 一 个 无 回路 图 ， 则 Se 二 Sis 

《6 》 若 $, 为 G 的 另 一 顶点 基 ， 则 iS = |S:| 。 

证 明 ， 性 质 (1) 盆 《5) 作为 练习 ， 我 们 只 证 《6 ) 。 因 为 在 图 4 一 2 (a) 中 储 若 
存在 路 卫 ，,,,， 且 存在 #2& 51, 使 1 六 Ws， 而 且 存在 上 路,,,。,， 则 必 有 耻 也.,,,, 此 与 5 为 
顶点 基 矛 盾 。 故 图 4 一 2 (a》 不 可 能 出 现 ， 内 能 是 图 (5) 。 因 此 对 任 一 vE 5。 必 有 唯一 
的 wjE 3: 与 之 对 应 ， 反 之 亦 然 ， 故 |Si| = |Ss] 。 


A 人 、 


图 4 一 2? 项 点 基 阅 的 对 空 


图 4 一 1 可 达 集 
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定义 4.5， 网 G= (V,U) 的 任 二 顶点 # 与 v 之 阅 若 都 是 互相 可 达 的 ， 则 称 此 图 为 强 连 接 
的 。 为 了 区 别 ， 称 定义 2.17 中 所 定义 的 连接 性 为 蚤 连接 。 若 对 图 G 中 的 任 二 顶点 4 及 Vv 总 有 
一 条 路 了 .,。 或 P,, .时 ， 则 称 此 图 为 单身 连接 的 。 据 此 仿 腿 定义 2,17， 可 以 定义 相应 的 连接 分 
支 。 

显然 一 个 单 向 连接 的 有 向 图 也 是 弱 连 接 的 ， 反 之 不 必然 。 一 个 强 连 接 图 既是 弱 连 接 的 又 
是 单 疝 连 接 的 。 


二 、 道 路 甜 阵 


设 图 G== (VY,U) 的 结合 箱 阵 为 A。 为 了 依次 确定 6G 的 逻辑 积 G6? 的 结合 短 阵 ">， 我 
们 首先 引入 二 元 逻辑 运算 。 定 义 ， 
aVb—max{a, b}s 
aN\b=min{a, b}, 


并 称 aV5 和 a 八 b 分 别 为 a ， 五 的 《逻辑 ) 和 与 积 ( 注 ， 这 里 所 用 符号 “VY” 和 《 八 ” 本 来 
是 逻辑 运算 中 的 合 取 入 了 到， 而 且 o 和 6 只 取 0 和 1 两 个 值 。 为 便于 不 热 悉 逻辑 的 同志 ， 我 
们 在 这 里 给 了 这 种 定义 ) 。 按 图 G ?的 定义 ， 它 的 结合 矩阵 和 A“? 二 [a ] 的 一 般 元 为 


afP.= V (ae 人 Na 


其 中 W 表示 依 逻 辑 和 的 意义 将 Guw/Neu， 对 天 从 工 加 到 
注意 ， 
《1) 若 有 一 个 及 ，1 委 有 委 1 使 ovNeu= I。 
则 此 式 等 价 于 Gn= 1=a 
这 后 一 式 之 意义 在 于 有 一 个 顶点 9s 使 《2,,00) € UU，(ws,v1) EU。 即 等 价 于 在 图 G 上 从 顶点 
v1 到 vj 有 一 条 长 度 怡 为 2 的 路 。 - 
《2 由 定义 可 知 “着 有 一 个 h，1 忆 和 < 9 使 an 人 ow=1?， 又 等 价 于 表达 式 


人 = V (auAaD= 1 


ie 
故 由 (1)》 可 知 a 7P = 1 表示 在 图 G 上 从 顶点 v, 到 v: 恰 有 一 条 长 为 2 的 路 。 

53) 若 对 一 切 睛 =1,2,w， 下 恒 有 ak 人 Ne = 0 ,出 由 定义 "中 = 0。 故 sa 中 = 0 的 意 
义 表示 G 上 没有 从 顶点 ui 到 ur 的 长 为 2 的 路 。 总 结 以 上 各 点 可 知 圆 G4 ?的 结合 矩阵 为 Ac ?。 

《4 》 依 此 递 推 可 知 图 G() 的 结合 短 阵 为 Ac 。 

(5) 道路 图 的 结合 矩阵 生 一 [ 情 为 

AAA “Va? 

或 表示 为 =AVA 人 DV VA 

二 相交 是 4 阶 图 GY 中 习 慑 长 的 人 0 故道 路 图 G” = GVG Vw 
VG" 的 党 义 ， 表 示 图 G 里 顶点 v4 与 0 之 阅 是 否 有 路 ， 即 ,是否 由 v1 可 达 。 若 是 01€ RCv0)， 
则 G' 中 有 诺 Gv,,51) EU 否则 (von EU 。 

其 次 考虑 A 中 的 一 般 元 Pi 若是 Pif= 1， 则 必 有 上， 1 去 有 宝 2， 使 "中 一 1， 这 
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表示 在 图 G 里 uiER(v,), 即 (uvD)E U"。 反 之 , 设 若 (wuD)E U"， 则 必 有 上 lh 
使 p 中 = 1， 从 而 更 有 ,二 1 。 于 是 Pi= 0 或 1, 表 示 (v1,v1) 是 否 属于 Ur， 误 关系 式 
vw1E R(w,) 在 图 G 里 是 否 实现 。 从 而 得 证 A' 为 道路 图 G? 的 结合 矩阵 。 

道路 抢 阵 是 表示 图 的 项 点 之 间 可 达 狂 的 有 效 工 具 ， 这 种 矩阵 可 以 在 电子 计算 机 上 给 出 一 
个 简短 的 程序 。 


三 、 道 路 矩阵 在 确定 强 连 接 分 支 上 的 应 用 

设 A? 为 到 G 的 道路 扼 阵 ， 当 (AD 为 太 " 的 转 置 趾 阵 ，( 和 AD 一 [Bi 时，5 一 pr 则 
知 阵 A 与 (A") “的 逐 元 乘积 矩阵 为 

A?*x (A)’ =—[P,AP1] 
的 第 工行 第 j 列 的 元 
pp,=1I 

表示 图 G 里 顶点 v, 与 ;之 间 互 相 可 达 。 于 是 A? x (A”)' 的 第 1 行 显示 了 顶点 ,所 在 的 连接 分 
支 上 的 全 部 项 点 。 同样 可 确定 缠 连 接 或 学 向 连接 分 文 


第 二 节 路 径 方法 


关于 路 径 问题 的 实际 意义 ， 已 在 前 面 有 所 阐述 。 在 这 里 还 可 以 指出 另外 一 类 问题 ， 即 理 
论 的 逐 辑 推理 过 程 。 在 论证 命题 AA 葵 涵 命题 B 时 ， 内 要 我 们 能 切实 遵循 演绎 规则 ， 正 确 地 使 
用 公理 、 定 义 及 定理 ， 由 命题 人 A 出 发 导出 命题 B ,那么 就 算得 到 了 证 明 , 而 不 管 中 间 经 过 那些 
步骤 。 这 显然 是 一 个 找 路 径 的 问题 。 至 于 这 个 
推理 过 程 〈 即 证 明 ) 能 否 进 一 步 担 练 使 之 更 简 


短 些 ， 这 就 是 求 最 短路 的 问题 。 1 
路 径 方法 ”开始 仅 需 要 用 一 个 标号 来 处 理 “ 
各 顶点 , 称 此 标号 为 LABEL,。 令 LABELI(D 图 4 一 8 ”推理 图 


为 顶点 v, 的 先行 元 的 编号 ， 在 每 一 标号 步骤 上 ， 我 们 无 需 寻 找 与 始点 具有 最 短 总 长 的 未 标号 
顶点 ， 而 是 从 一 个 已 标号 顶点 出 发 ， 将 其 所 有 未 标号 的 后 继 元 给 以 标号 。 所 以 在 每 一 步 上 可 
以 有 多 个 顶点 被 标号 。 

当 我 们 从 某 一 顶点 开始 标号 时 ， 它 的 每 一 个 尚未 标号 的 后 继 元 都 将 获得 标号 。 故 当 从 一 
个 顶点 出 发 标 过 号 之 后 ， 就 再 也 不 要 从 它 去 给 别 的 点 标号 了 。 当 我 们 从 一 个 顶点 出 发 给 其 后 
继 元 标 过 号 之 后 ， 则 称 此 项 点 为 “已 扫描 >” 。 我 们 每 次 都 是 从 一 个 已 标号 但 尚未 扫描 过 的 顶 
点 去 标号 。 为 了 找 已 标号 、 尚 未 扫描 过 的 顶点， 在 我 们 的 方法 中 必须 保留 充分 的 信息 。 一 种 
方法 就 是 要 保留 反映 各 点 状态 的 目录 : 未 标号 也 未 扫描 过 ， 标 了 号 市 未 扫描 过 或 已 标号 且 已 
扫 扒 过 。 然 后 我 们 就 可 以 在 状态 目录 上 找 第 二 类 状态 。 下 面 我 们 给 出 用 堆 的 概念 找 第 二 类 点 
的 方法 。 

一 个 堆 就 是 一 个 项 目录 ， 称 为 STACK (1)， 我 们 用 菜 种 方法 来 使 用 它 。 除 此 之 外 ， 还 
需要 一 个 简单 整数 变 元 称 它 为 POTNT， 它 的 作用 在 于 告诉 我 们 在 堆 中 有 多 少 项 目 。 我 们 可 
以 把 一 个 堆 具 体 化 为 一 个 既 直 排列 的 项 目录 。 图 4 一 4 表示 一 个 有 四 个 项 目的 堆 ， 并 把 
POINT 一 词 的 意义 也 表示 出 来 了 。 

当 一 个 顶点 wy 获得 标号 之 后 ， 马上 用 增加 己 OT NT 之 值 的 办 法 ， 把 vf 放 在 堆 里 ， 并 将 了 


5? ， 


存储 在 新 位 置 ， “ PorNT 站 SFITCKCD 


POINT=POINT+1 (4) ST ACK(3) 
STACK (POINT)=]J STACK{2) 
同 理 ， 当 我 们 需要 从 一 个 新 的 顶点 u, 去 扫 描 | 
时 ， 我 们 就 把 它 从 堆 中 取 回 ， 并 将 POINT 减 1: 图 4 一 4 堆 及 其 掀 针 
1=STACK (POINT) 


POINT=POINT-!1 
下 面 我 们 给 出 任意 路 方法 的 一 个 完备 的 FORTRAN 程 序 ， 首 先 说 明 如 下 ， 
由 于 我 们 并 不 关心 路 径 之 长 ， 仅 仅 需要 相 售 与 否 的 信息 ， 所 以 我 们 先 从 起 点 区 开始 标 
号 ， 并 给 顶点 攻 标 上 一 1， 此 时 堆 中 仅 有 区 。 主 要 循环 是 队 检 验 POTN 了 是 否 为 0 开始。 若 
POTN7 为 0， 则 表明 我 们 对 每 一 个 已 标号 顶点 已 经 扫描 过 ， 但 并 未 达 目 标点 上 ， 所 以 就 没 
有 从 顶点 K 到 LL 的 路 公 。 然 后 号 到 说 明 99， 在 这 步 打印 出 一 个 返 当 的 信息 后 停止 。 若是 
POINT 大 于 0， 我 们 就 从 堆 中 取出 一 个 已 标号 但 未 扫描 的 顶点 ， 从 它 上 进行 扫描 ， 即 对 它 
的 未 标号 的 和 邻 顶 点 进行 标号 ， 把 新 标的 项 点 放 在 堆 上 。 扫 描 完 一 个 顶点 之 后 ， 我 们 就 要 检 
查 志 48 工 (L)， 若 顶点 了 尚未 标号 就 返回 到 主 循环 的 开头 ， 即 说 明 6 。 若 达到 之 后 ,我 们 就 
退回 来 ， 依 反 序 打印 出 路 上 的 顶点 。 
求 路 径 的 FORTRAN 程 序 
“此 程序 找 玉 与 二 顶点 间 的 路 径 。 
INTEGER NUMBER(50),NEAR{S0,50), LABEL(50), $7ACK (60), 
POINT 
.输入 并 打印 N， 攻 ，L 和 邻接 目录 
READ(sS,DN, K,L 
1 FORM AT(50I2) 
WRITE(6,2)N, K, L 
2 FORMATCUIN="',I3,’K=’.13,L=1’,!13) 
DO 4 I=1,N 
READ(S,D)M LNEAR(,D,1=1,M] 
WRITE(6,I,CNE AR(,ND) ,=1,M] 1 
3 FORMATL’NODE'’,I3,'CONNECTED TO’ 125013)] 
4 NUMBER(D)=M 
C ~ 原始 堆 和 标号 
DO 5 1=1,N 
STACK(D)=0 
5 LABEL(D=0 
C.…… 置 KK 于 堆 并 将 其 标号 
STACK(D)=K 
POINT=1 
LABEL(K)=-1 
… 主 循环 开始 
… 堆 是 否 为 空 的? 若是 ， 就 打印 信息 


oan 


99 
10 


# 


IF(POINT.EQ.O0)GOTON 


… 从 堆 中 取 一 个 已 标号 、 未 扫描 过 的 顶点 I 


I1=STACK(POINT) 
POINT=POINT-! 
… 担 描 I 

=MU MBER(I) 
DO 7 J=1,M 
J=NUMBERU,)) 
IFILABEL(UD.NE.O0IGOTO? 
.…J1 为 与 顶点 I 相 邻 而 未 标号 的 项 点 ， 将 其 标号 并 将 它 放 在 堆 上 。 
LABEL(ID= I 
POINT=POINT+ 1 
STACK (POINT})=JI 
CONTINUE 
.看 是 否 完 了 ? 车 未 完 ， 则 返回 到 主 循环 之 初 。 
IFLLABEL(L).EQ.O0GOTOS 


LAST—LABEL(LAST) 

WRITE(6WLAST 

FORM AT(NODE!’ ,I2) 

IF(LAST.EQ.K)STOP 

CO7O8 

WRITE'(6,10) 

FORMAT(NODES ARE NOT CONNECTED’) 
STOP 


《 注 ， 堆 顶 为 8) 


END 

我 们 把 这 个 程序 运用 于 航线 图 4 一 5， 那 末 它 的 输出 是 : 
N= 8 K= 1 L= 8 
NODE 1 CONNECTED TO 2 7 8 
NODE 2 CONNECTED TO 1 5 3 
NODE 3 CONNECTED TO 2 5 4 
NODE 4 CONNECTED TO 3 5 6 7 8 
NODE 5 CONNECTED TO 2 7 6 4 3 
NODE 6 CONNECTED TO 5 7 4 
NODE 7 CONNECTED TO 1 5 6 4 8 
NODE 8 CONNECTED TO 1 7 4 
NODE 2 
NODE 1 


图 中 顶点 表示 各 机 场 ， 边 表示 航线 ， 线 旁 用 贺 加 起 来 的 数字 表示 机 场 闻 的 时 程 。 


站 
上 到 程序 给 出 的 是 从 长 = 1 到 上 = 3 的 一 条 路 答 ， (3,4)， (4,8) 和 (8,1)。 


第 三 节 最 短路 径 方 法 


我 们 在 第 一 节 黑 讨论 了 各 顶点 之 间 路 径 的 存在 性 何 题 ， 但 在 解决 这 个 问题 的 过 程 中 未 能 
保留 路 径 的 轨道, 在 第 二 节 黑 我 们 给 出 了 寻找 路 径 的 具体 方法 ,在 这 一 节 里 我 们 将 进而 解决 棒 
顶点 之 间 的 最 短路 径 的 求法 ,这 种 求法 与 最 短 树 方法 有 原则 区 别 , 设 已 给 一 个 图 G= (VY,U)， 
在 各 弧 上 均 给 定 了 一 个 表示 两 端点 疗 蝶 离 的 权 [Cv,,v1) 或 简 记 为 1 ,，n【 它 也 可 以 是 使 用 
弧 (uo 的 其 它 代价 ， 例 如 时 间 、 费 用 等 等 ]。 最 短路 径 方 法 是 在 图 论 中 使 用 电子 计算 机 解 
决 的 第 一 个 问题 。 我 们 将 给 出 它 的 下 ortran 程 序 。 关 于 各 弧 长 度 的 信息 ， 我 们 用 二 维 数组 
DIST(, 了 ) 来 存储 ， 它 的 第 CI, 了) 位置 上 为 (v4,v1) 弧 的 长 度 。 在 这 里 我 们 限定 DIST(I, 
为 整 型 数组 ， 并 设 DIST(I,]) D1ST(J, 中 ， 且 各 骤 的 长 度 非 负 。 关 于 图 本 身 的 存储 方式 
仍 如 前 。 共 中 没有 的 张 以 短 模 线 或 足够 大 的 数 征 充 均 可 。 作 为 一 个 例子 ， 图 4 一 5 的 各 边 长 
度 〈 对 无 向 图 可 把 每 一 条 边 如 前 所 述 理解 为 两 条 就 》 均 表 示 在 回 内 的 数字 里 ， 有 具体 地 可 以 认 
为 是 各 机 场 邮 飞行 的 时 间 ， 此 图 的 距离 数组 为 


1 | 1 2 3 4 § 6 ? 8 


CE 
- ' 
: 全 
1 - 


- 
+ 
1 


当然 也 可 以 用 其 它 方法 存储 。 


一 、 标 号 法 


这 是 解决 最 短路 径 的 方法 ， 这 种 方法 依 作者 的 习惯 而 有 所 不 同 ， 这 里 所 介绍 的 一 种 方 
法 ， 从 效果 上 讲 是 较 快 的。 所 谓 标号 就 是 在 每 一 步 又 上 给 某 些 点 以 数字 记号 ， 这 些 数字 蕴含 


vvuvevuos i 


050305060708 
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着 找 最 短路 径 的 信息 。 标 号 含 两 个 部 分 ， 即 上 481C1) 和 上 4B82[13。 前 者 表示 顶点 v, 的 先行 
元 《〈 即 从 它 来 到 w; 的 那个 顶点 ) 的 编号 ， 后 老 表 示 从 起 点 S 到 顶点 uw 的 总 路 程 。 
例如 从 起 点 S 沿 一 切 可 能 的 驱 派 起 使者， 沟 以 相同 的 匀速 前 进 ， 看 谁 首 先 到 达 一 个 新 的 
项 点 ， 当 一 使 者 到 达 第 一 个 新 项 点 vs 时， 则 给 此 人 顶点 v1 以 如 下 的 标号 ， 上 AB1CI] 一 这 表 帮 感 53ku 和 
由 
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二 、 程 序 
上 上 列 方 法 非常 适 于 电子 计算 机 ， 我 们 将 给 出 它 的 程序 并 赂 加 说 明 。 此 程序 是 由 输入 足 
够 的 图 论 描写 所 需 的 信息 及 距离 矩阵 开始 ， 在 此 应 用 邻接 目录 方法 ， 其 外 半 次 数组 为 
NU MBER(I)， 邻 接 目 录 为 NEAR[1,J])，DIST(I, 了 矩阵 的 元 素 用 资料 卡 输 人 ， 而 在 
无 须 关心 的 元 处 画 一 杠 ， 并 作为 0 输入 。 第 一 行 卡片 为 顶点 数 N 和 起 点 v: 与 终点 v,。 当 信息 
输入 之 后 ， 需 将 它们 打印 出 来 以 便 监 定 输入 资料 之 正确 性 。 对 于 上 述 航 线 的 例子 ， 它 的 输入 
资料 卡 为 
080103 N.S,T 
03020708 
03010503 
03020504 
050305060708 
050207060403 
03050704 
050105060408 
03010704 


NUMBERDMRNEAR(GU, J) 


06 0202 
06 03 03 
03 0205 
02 02 020305 
030502 0202 
0202 03 
02 0302 03 02 
02 05 02 


以 下 给 出 在 图 上 v, 及 v, 二 顶点 闻 最 短路 径 方法 的 矿 ortran 程 序 。 

C*… 此 程序 为 寻找 v, 至 v1 疗 的 最 短路 径 . 
INTEGER NUMBER(50), NEAR(C50,50), DIST (50,50), LAB1(s0), 
LAB 2(50) 

C…… 输 入 并 打印 六 ,S, 了 邻接 目录 和 上 距离 短 阵 
READ(S,DN,S,T 

1 FORMAT({5012) 

WRITE(6,10N,S,T 
10 FORMAT(UIN='I3,S= :I3,'T=’18) 
DO 2 I=UN 
READ(S, DM,CNEAR(U,D),1=1,M] 
WRITE(6,1DICNEAR(D,I=1,MI 
11 FORMATL'NODE/I3CONNECTED TO/25(13)) 
2 NUMBER(D=M . 


DISTU,I) 


2 


12 


DO 3 I=1,N 

READ(5, DCDISTOU,D,J=1,N) 
WRITE(S,12)CDISTI,D ,I=1,N] 
FORM ATL’’ ,25(13)) 


…… 首 次 标号 


DO 4，I=1 AN 

LABI(D=0 

LAB2(D)=0 

LABI(S)=—1 

LSTAR=100000 

DO 5，I=1 AN 

IFCLABI() .EQ.OICOT7TO5 
0 为 一 个 已 标号 的 顶点 

M=NUMBERI' 

IF(M.EQ.O)GOTOS 

DO 6,J=1,M 

HH=NEAR(,J) 

TFLLABI(ID.NE.O0JGOTOéS 
1 为 顶点 v ;的 一 个 未 标号 的 后 继 元 

TFCLLAB?2(D) + DISTI(,ID.GE.LSTARIGOTOG 
…… 找 最 短 总 长 度 

LSTAR=LAB2(D + DISTU, ID 

ISTAR=I 

JSTAR=1] 

CONTINUE 

CONTINUE 
标记 JSTAR 
LABI(ISTAR)=ISTAR 
LAB2(y STAR}=LSTAR 


TFCLAB1(T) .EQ.OIGOTO?T 
结局 
LAST=T 
LAST-LABI(LAST) 
WRITE(6,8) LAST * 
FORMAT(’NODO' ,12) 
IF(LAST.EQ.S)STOP 
GOTOS 
END 


其 中 DO 4 循环 ， 令 所 有 标号 为 0， 而 后 令 顶 点 v, 的 第 一 个 标号 LA4BI 为 一 1。 说 明 7 为 
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此 标号 法 的 主要 部 分 ， 它 有 荫 个 环节 ， 一 是 找 出 每 个 已 标号 项 点 的 尚未 标号 的 后 继 元 ， 二 是 
求 出 它们 到 始点 t, 的 总 长 度 。 变 元 LST 4 表示 新 的 最 短 总 距离 ，1STAR 表示 新 标号 
上 4B1， 抽 / ST .AR 表示 新 标 上 号 的 那个 项 点 。DO5 循 环 确定 新 的 最 短 总 距离 ， 在 说 明 5 中 
保留 了 风 耶 LSTAR、1STAR 和 JSTAR 的 值 。 顶 点 了 STAR 获 得 了 相应 的 标号 ， 并 要 检 
查 目 标 项 点 v, 的 第 一 个 标号 4B1， 如 果 v, 的 LAB1 为 0 就 说 明 我 们 尚未 达到 u,， 于 是 转 回 
到 说 明 ? 从 新 开始 标号 阶段 。 

当 目标 顶点 w, 达 到 之 后 ， 则 返回 来 确定 最 短路 径 ， 沿 原来 的 反 序 打 印 出 路 上 各 顶点 。 对 
十 航线 图 4 一 5 应 用 这 里 的 程序 之 后 ， 它 的 输出 为 


N=8 S=1 T=3 
NODE 1 CONNECTED TO 2 7 8 
NODE 2 CONNECTED TO 1 5 3 
NODE 3 CONNECTED TO 2 5 4 
NODE 4 CONNECTED TO 3 5 6 
NODE 5 CONNECTED TO 2 7 6 
NODE 6 CONNECTED TO 57 
NODE 7 CONNECTED TO 1 5 6 4 8 
NODE 8 CONNECTED TO 1 7 4 

0 6 00 0 0 2 2 

5 0 3 0 3 0 0 0 

0 3 0 2 5 0 0 0 

0 0 2 0 2 2 3 5 

0 3 5 2 0 2 2 0 

0 0 0 2 2 0 3 0 

2 0 0.3 2 3 0 2 

2 .0 0 5 0 0 2 0 
NODE4 
NODE7 
NODE!1 

三 、 关 于 效果 的 说 明 


这 里 介绍 的 方法 与 其 它 方 法 比较 起 来 极为 有 效 。 在 每 一 标号 步 允 从 已 标号 顶点 仅 需 计算 
四 个 以 下 的 虐 访 ， 而 已 标号 点 的 个 数 也 是 小 于 入 的 ， 且 标号 过 程 最 多 进行 N 一 1 次， 故 总共 
仅 需 进行 必 于 NN? 次 加 法 。 当 N= 二 30 时 ， 六 二 27000, 车 百 万 分 之 一 秒 能 进行 一 次 加 法 运算 ， 
则 仅 需 0.027 秒 就 可 以 找到 最 短路 径 。 

储 若 对 于 30 个 顶点 的 完备 图 ， 用 历数 的 办 法 来 末 最 姑 路 径 ， 即便 用 电子 计算 机 也 是 难 沁 
宽 成 的 。 因 为 两 点 闻 的 路 径 多 于 (六 一 2) 条 ， 当 六 一 30 时 ， 路 径 数 多 于 28! = 3 x10”， 按 
上 列 速 度 至 少 要 用 10!" 年 才能 完成 ! 
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第 四 节 ”第 N 短 路 径 与 最 可 车 路 径 


当 最 短路 径 被 占用 或 出 现 故 障 时 ， 就 必须 改 用 次 短 、 再 次 短 甚至 第 人 短路 径 。 另 外 当 图 
上 各 红 以 概率 提供 使 用 时 ， 则 常 要 求 选择 最 可 靠 的 路 径 。 理 想 的 是 要 选择 既 短 又 可 靠 的 路 
径 ， 然 而 要 求 两 者 同时 兼 得 是 不 合理 的 ， 因 为 一 般 来 说 显然 是 不 可 能 的 。 实 乐 可 行 的 办 法 是 
在 一 种 要 求 的 特定 范围 里 寻找 另 一 种 要 求 的 最 优 解 ， 倘 若 能 有 更 多 的 资料 使 我 们 能 够 按 路 程 
及 可 靠 竹 定 出 最 优 解 的 目标 函数 ， 那 也 可 以 找到 综合 〈 两 个 变 元 的 》 最 优 解 的 。 


一 、 第 N 短 路 径 方法 

设 中 x(s,f) 为 从 顶点 0, 到 v1 的 第 N 短 路 径 的 集合 ,在 不 至 汤 酒 的 条 件 下 简 记 为 中 yw, 邯 中 ,为 
从 v, 到 v, 的 最 短路 集合 ， 中 ,为 次 短路 集合 等 等 。 令 1( 中 wx) 为 Pw 中 路 径 的 共同 长 度 ， 作 为 
个 实例 ， 假 设 在 一 个 图 中 有 10 条 s-t 路 ，A,, (i 二 1,2,…,10)， 它 们 的 长 度 不 超过 8 , 如 下 列 
表 4 一 1 所 示 。 并 将 集合 中 x 表示 在 表 4 一 2 中 。 


表 4 一 1 表 4 一 2 
i | As) N Dy 
1 1 1 4A} 
2 2 和 {As} 
3 3 3 {As} 
* 4 4 {A 
5 5 5 {As A》 
8 5 名 了 Ar AN 
? § 7 {As} 
8 § 8 《Ai 
9 7 
10 EE 


定义 4.6， 一 条 由 顶点 vv40V44 Vhsv4rt""*,04 组 成 的 s-t 路 A:， 若 满足 以 下 三 
个 条 性， 则 称 为 s~t 路 A: 从 顶点 v641 到 94 的 一 条 偏 欧 , 记 为 人, 二 dev (A1) 或 As 二 dev(A1s AR): 

di Vi" 为 一 条 最 短 s-k 路 ， 

ds 《Visthr1) EU 但 不 在 A :里 ， 

ds 路 v4rt…v1 是 A1 的 一 个 部 分 ， 作 为 特例 允许 k++ 上 一 了。 

慌 Cvssvar1) 叫 作 A ,的 偏 移 ， 须 知 在 上 列 定义 中 v,,v1,… ,v6-1 诸 顶点 可 以 在 也 可 以 
不 在 Ai 中 。 

定理 4.1， 若 A， 不 是 一 条 最 短 的 s-f 路 , 则 必 有 一 条 s-# 路 Al 使 A: = doev(A1》 
有 IA) CIA:). ， 

证 明 ， 由 题 设 在 A: 中 必 有 顶点 vs 使 

Ga) veyVisVat1 均 在 A 中 3 

日 ) v.04 为 一 条 最 短 的 5s 上 路 s . 

c) vs ,Disvat1 不 是 一 条 最 短 的 s 一 (& 二 1) 路 。 
令 A: 为 一 条 最 短 的 9s 一 (R+D 路 ， 太 为 由 boiyuerl 构 成 的 ?一 (二 十 上 路 ， 人 As 为 由 
Vatir"…s01 构 成 的 (+1) 一: 路， 于 是 有 
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人 :一 人 AUAr 
(AS) IAD HA PIAY TA IA 


其 中 1 二 AsUAs， 且 A 二 dev(A1)， 故 定理 得 证 。 

利用 上 列 定 理 可 以 逐一 构造 出 中 we 

第 NN 短路 径 方法 如 下 。 

第 一 步 ， 担 用 最 短路 径 方法 ， 为 一 切 顶 点 vi 找 出 所 有 的 最 短 * 一 /路 径 的 集合 中 4s，, 疙 ， 
特别 标 出 四, (s,t) 二 中 ,。 在 每 一 顶点 上 标 出 标号 4B1 和 上 4B2， 为 简单 计 , 设 项 点 v: 上 的 
标号 分 别 为 eG) = 工 4B1I[D 和 6 人 ) 一 了 4B2[I]， 令 N= 2 。 

第 二 步 ， 秆 复 使 用 下 列 步 节 确定 出 中 s 中 所 有 的 路 {Awy HAwy) 一 叫 in{ 开 dev( 太 -58 
A,E 下 由 jhCNSICdev(A.5 有 和] 站 -0D}，, 此 处 吓 in 是 对 一 切 A-E 四、 一 加 8<N 和 一 切 可 
能 的 上 8 取 的 。 

第 三 步 ， 若 一 切 s-! 路 的 偏 移 均 已 找 出 则 停止 ， 否 则 以 + 工 代 N 返 回 到 第 二 步 。 

作为 一 个 实例 ， 沽 虑 下 图 4 一 8 里 由 顶点 v, 到 v, 的 各 种 长 度 和 的 路 径 。 图 思 轿 中 数字 仍 衣 
示 路 段 长 度 ， 各 顶点 上 的 数字 为 4B2 之 值 。 最 短 的 s-t 路 只 有 一 条 ， 外 ,= {71}， 我 们 把 这 
些 路 分 别 列 在 表 4 一 3 里 。 这 里 我 们 用 表示 基本 路 ， 用 人 表示 非 基本 路 。z:1 的 偏 移 有 ?7 条 
zs~As， 这 些 偏 移 中 最 短 的 构成 中 ,在 中 。 中 的 路 仅 有 五 条 偏离 路 。 中 :只 有 ?一 条 路 ,rr 仅 
有 一 条 新 的 偏 移 路 A,s。 旬 ,中 有 三 条 路 。 对 于 N> 4 的 N， 尚 可 和 逐一 定 出 中 %。 今 不 多 述 。 
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在 确定 一 条 路 < 的 偏 移 时， 宣 由 终点 返 向 依次 沿 各 射 人 红 〈 除 中 的 一 条 弧 之 外 ) 来 确 
定 偏 移 发 生 的 一 切 可 能 征 。 


二 、 最 可 靠 陪 方法 
最 短路 方 法 的 结论 很 容易 推广 到 最 可 靠 路 径 上 上 去 。 考 碰 一 个 (n,mm) 图 ， 设 各 纲 如 上 具 


丙 诺 下 2r 四 全 乾 他 便民， 铅 后 太 批 可 徘 古 个 小 丁 呈 下 天 的 、 其 外 尽 扣 了 胰 大 榴 容量 榴 路 
径 。 我 们 在 此 所 要 介绍 的 方法 莫 基 于 G 的 主子 图 。 为 给 出 主子 图 的 确切 定义 ， 设 x- 是 具有 最 
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有 可 千 度 Ps，0 二 PiS1。 可 千 度 忆 ,可 以 
是 通道 内 正常 运转 的 概 平 ， 也 可 以 是 此 通 
道 空 亲 的 概率 ， 或 者 是 某 种 东西 正在 使 用 和 @ 小 
此 通道 的 概率 。 健 设 我 们 的 目的 是 在 某 种 
条 件 下 以 最 大 的 可 内 度 在 二 顶点 间 发 送 货 
物流 。 最 简单 的 提 法 是 完全 不 考虑 其 它 条 
件 ， 单 纯 确定 最 可 玫 的 s-t 路 。 

定义 4.7， 设 {rivrayzi 是 从 顶点 。 总 
由 到 uv 的 有 向 路 的 集合 ,定义 路 径 的 可 
你 度 Px 为 此 路 上 各 弧 的 可 靠 度 之 积 ， 


Px=T[ > 


i 


从 概率 论 的 观点 看 来 ， 这 里 假设 各 颖 Wo og 9 
是 否 可 以 提供 合用 与 其 它 各 弧 的 状态 是 无 
关 的 ， 更 确切 地 说 是 互 为 独立 的 。 我 们 的 图 4 一 8 第 短路 径 
目的 是 确定 一 个 满足 以 下 条 件 的 路 径 集 合 世 一 {re: 

对 一 切 zi€ 工 ， 恒 有 


Pr=marx{P,; i=1,2..,!}。 
在 此 (n,m 图 上 今 以 
qi=~lnps, {=1,2, ,Mm 
下 代 弧 us 的 权 Pi。 并 视 91 这 0 为 弧 41 的 长 度 。 于 是 路 fs 之 长 为 
(x) = 2 9， 
ev 


定理 4.2， 各 弧 分 别 以 概率 Pi, Ps,…，P" 可 供 使 用 时 ， 图 G=(Y,U) 里 的 最 可 靠 的 5 王 
路 ， 必 为 将 权 了 , 换 为 9. = 一 in? ,的 局 一 图 G 的 最 短路 径 ， 芭 之 亦 然 。 


证 明 ， 因为 
laPr=Iln (CT es = 之 inn. 1) 
«Es, seas - 
故 1 一 一 ItPr (2) 
因 对 数 函 数 为 严格 单调 递增 ， 且 ln1= 0 的 性 质 可 知 
P=max{P;} (3) 
i 
等 价 于 InP,=max{lnP} C4) 
i 
等 价 于 一 InPi=mint 一 InP 小 《57) 
了 . 
代 (2) 和 (5) 得 (3) 等 价 于 
zr) =min{l(r)} 06) 


定理 得 证 。 
一 宇 ， 六 和 也 全 方法 名 启用 于 绝 的 长 究 为 负 的 场合 ， 但 项 加 “年 一 回 耻 之 长 不 为 负 ” 的 旬 件 。 
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三 、 综 合 考 虚 的 路 径 选择 方法 


假设 在 图 G=《〈V,U) 里 的 各 弧 上 均 有 两 个 权 :， 弧 的 长 寥 几 us) 和 可 欢度 pue 一 般 说 来 ， 
最 可 靠 的 s-# 路 不 与 最 短 的 s-# 路 相仿， 依照 具体 情况 可 以 有 三 种 考虑 。 第 一 种 情况 是 以 路 径 
的 长 度 为 主要 依据 兼顾 可 靠 性 ， 这 时 间 题 的 提 靶 是 ， 求 路 径 总 长 不 得 超过 L 的 最 可 车 路 径 。 
这 里 是 必须 保证 所 得 路 径 之 长 不 超过 L， 而 后 是 逐渐 降低 可 靠 性 直到 存在 所 求 路 为 止 。 第 二 
神情 况 是 首先 保证 可 靠 嵌 的 下 界 ， 而 后 寺 求 尽 可 能 短 的 路 径 。 第 三 种 情况 是 依 具 体 情况 定 出 
人 洁 可 华 性 指标 与 长 寥 指 标的 目标 函数 而 后 求 此 函数 之 极 值 。 


四 、 路 径 的 可 靠 性 与 运输 站 的 综合 考 感 


设 图 G=(V,U) 上 各 弧 都 有 两 个 权 (cu, po)， 其 中 c, 与 Ps 分 别 表示 弧 ws 的 容量 〈 即 通过 
能 力 的 饱和 上 界 ) 及 可 靠 度 。 路 的 容量 ， 系 指 r 上 各 弧 中 最 小 的 那个 弧 容 量 ， 按 铁 道 运输 
的 情况 我 们 考虑 无 向 图 (为 统一 起 见 ， 仍 将 链 称 为 路 径 )》 。 为 了 安全 计 , 首先 定 出 路 径 的 可 
车 性 的 下 界 ， 称 为 境界 信和 度 ， 而 后 去 找 可 靠 性 不 小 于 此 下 界 的 、 具 有 尽 可 能 大 的 容量 的 路 
径 。 我 们 在 此 所 要 介绍 的 方法 奠基 于 G 的 主子 图 。 为 给 出 主子 图 的 确切 定义 ， 设 7。 是 具有 最 
大 容量 的 一 条 s-! 路 。 
定义 4,8， 图 G 一 (V,E) 的 子 赂 G' 一 (VE 7) 满足 以 下 条 件 时 , 称 为 G 关 于 顶 点 ,和风 的 


主 学 


Si: 忆 ' 为 E 中 容量 不 小 于 7。 的 容量 C(x。) 的 弧 的 金 体 : 

Sss V'=V, 

下 面 我 们 会 看 到 ， 在 主子 图 里 最 可 物 的 s-t 财 是 容易 找到 的 。 倘 若 此 路 的 可 靠 度 不 小 于 
指定 的 下 界 ， 则 告 结 来。 否则 把 次 大 容量 的 一 切 颖 填 加 到 主子 图 中 构成 新 的 于 图 ， 并 且 在 此 
新 子 图 中 按 出 最 可 鸡 的 路 径 。 此 种 扩张 手续 一 直 进 行 到 可 以 找到 一 条 可 华人 性 不 小 于 已 给 下 界 
的 路 径 为 止 ， 或 者 一 直到 判明 不 存在 这 种 路 径 为 止 。 在 后 一 场 含 ， 必 须 进一步 减 小 可 靠 度 的 
下 界 。 为 了 寻找 主子 图 ， 必 须 给 出 一 个 强 有 力 的 方法 ， 这 种 方法 是 建立 在 以 下 两 个 定理 的 基 
础 上 。 ， 
定理 4.5， 在 图 G 里 ， 存 在 一 条 容量 C (z) 之 8 的 s-t 路 x 的 充分 必要 条 件 ， 是 每 一 个 s-t 
( 驱 ) 割 集 至 少 必须 包 售 一 个 容量 c,ZP 人 的 边 er 

证 明 其 必要 性 ， 设 有 一 条 5s-t 路 +，C(7) 之 P， 由 于 住 一 -市 集 至 少 要 包含 s-! 路 的 一 
条 边 ， 所 以 每 一 个 s-t 割 集 至 少 合 有 一 条 容量 不 小 于 的 边 。 

充分 福 ， 假 设 一 切 s-t 路 的 容量 都 小 于 6 ,这 表明 每 一 你 s-f 申 都 有 这 样 的 一 条 边 , 它 的 容 
量 小 于 ,于 是 此 图 必 有 一 个 -1 割 集 ,其 中 每 一 条 边 的 容量 都 小 于 A 。 此 5s-i 割 集 的 构造 如 下 ， 
从 每 一 条 s-f 路 上 取出 一 条 容量 小 于 A 的 边 ， 于 是 充分 性 得 证 。 . 

定义 4.9， 若 将 顶点 vs 与 0 重合 为 一 个 新 顶点 ， 则 称 v 与 0 短路 。 

当 v, 与 0。 重 合 后 ， 它 们 之 闻 的 一 切 边 岂 就 随 之 而 消除 ， 但 产生 的 平行 边 《 即 两 点 闻 的 多 
重 连 接 ) 须 保留 。 
定理 4.4， 若 es 二 Cvs,v0] 且 v5 与 06 短 路 则 ， 

4 ) 所 产生 的 新 图 G' 包 含 原 图 G 所 有 不 合 es 的 割 集 。 
56) G' 不 能 有 关于 vs 和 wv, 这 样 的 割 集 ， 它 们 不 是 全 中 关于 v, 和 ,的 制 集 。 
证 明 ; 9 ) 设 A,,1=[ 信 ,人 J] 为 G 的 不 会 es 的 s-i 制 集 1v1E 人 ,v0,E A、 则 v0 与 04 必 同时 
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在 A 中 ， 或 同时 不 在 入 中 。 所 以 短路 手续 在 G' 中 仍 使 A。，, 为 一 个 sf 齐集 。 

6b》 稍 车 当 vs 与 0 短路 时 ， 在 G' 中 产生 了 一 个 G 里 没有 的 新 割 集 A,,, 一 [A ,A]， 我 们 
考察 e, 二 [vs,voJ 和 AA,,, 在 G 的 全 部 可 能 的 位 置 关系 ， 只 有 图 4 一 9 与 图 4 一 10 两 种 情况 。 
对 于 图 4 一 9 的 情况 ， 显 然 当 vs 与 uo 短路 时 ，A,, ,不 为 G' 的 制 集 。 而 在 图 4 一 10 的 情 况 ， 
和 .不独 为 G' 的 官 集 ， 也 同时 是 G 的 市 集 。 所 以 在 任何 情况 下 均 导致 矛盾 。 故 b 》 得 证 。 


图 4 一 9 非 基 集 


有 了 以 上 两 个 定理 我 们 就 可 以 给 出 构造 主子 图 的 方法 。 
第 一 步 ， 在 GG 里 任 取 一 个 ~i 割 集 A /一 [A,A], 令 G= Go 


第 二 步 ， 若 在 图 G, 中 ， 边 Coe, ve] 的 容量 不 小 于 荐 信人 +: 的 最 大 边 容量 , 则 将 v5 与 v6 短 
上 路， 产生 图 G1; 


第 三 步 : 假设 在 图 Gi 里 预 点 v, 与 v1 是 短路 的 ， 则 主子 图 就 是 G 的 一 个 延伸 子 图 ， 它 的 
边 为 第 二 步 历次 选 代 中 被 消除 了 的 全 的 各 边 ， 


第 四 步 ， 倘 若 在 图 Gi,; 中 .与 0, 间 未 成 短 咯 ， 则 在 此 Gisi 中 年 取 一 s-t 割 集 A 4 ， 并 
返回 到 第 二 步 ， 令 i+1 一 >i。 


为 了 说 明 主子 图 的 构造 方法 ， 我 们 讨论 以 下 实 倘 。 今 对 于 图 4 一 1! 来 确定 关于 预 点 u, 及 
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v4 的 主子 图 。 

主子 图 的 构造 方法 如 下 ， 

首先 选取 一 个 -1 齐集 49; 一 [fu 和.}]， 在 此 乔 集 中 的 最 大 的 边 容 道 为 15， 每 条 边 
上 的 两 个 权 ， 第 一 个 为 容重 ， 第 二 个 为 可 靠 度 。 第 二 步 将 罕 重 不 小 于 15 的 一 切 边 的 端点 施行 
和 握 路 运算 ， 随 之 将 这 些 迪 消除 〈 注 意 ， 这 里 不 要 求 消除 容量 小 子 15 的 边 ， 它 们 将 变 为 环 ) 。 
这 样 就 得 到 一 个 新 图 G, 并 将 它 醉 在 图 4 一 12 里 。 


A, Ve Vs, Vs 
9 Vo, Vs, Wo] 


(Wr Wa) 
图 4 一 12 构造 主子 图 (2) G， 


从 图 4 一 12 可 见 顶 点 0, 与 v, 尚未 短路 。 于 是 取 G, 的 制 集 A 5 一 [和 A， 六 ]， 其 中 太一 

foubiyonayuigj。 太 和 中 最 大 的 边 容重 为 10， 故 将 容重 不 小 于 10 的 边 的 端点 短路 ， 并 消除 
这 些 边 。 于 是 得 新 图 G:, 如 图 4 一 13 所 示 。 在 G。 
中 顶点 1 与 0, 已 短路 ， 所 以 主子 图 的 边 集 为 由 一 性 <2194: 之 外 的 -- 切 砚 避 
图 G 中 消除 的 全 部 边 ， 主 子 图 显然 包含 从 u ,到 
v1 的 所 有 容量 不 小 于 10 的 有 路径 。 主 子 图 中 的 
s-f 路 如 图 4 一 14 所 示 。 

精心 地 选择 制 集 可 以 加 快 主子 图 的 产生 而 
减少 选 代 过 程 。 如 在 图 4 一 11 里 中 全， 代 信人 
时 ， 一 次 就 可 点 使 :与 w 短 路。-- 般 地 说 ， 每 
选 一 次 制 集 所 产生 的 新 图 就 比 前 者 简化 一 次 。 
例如 在 图 4 一 11 蜂 选 和 A 人 之后， 所 得 新 园 4 一 
12 就 更 为 简单 ， 顶 点 的 个 数 从 26 减 少 到 15 个 ， 因 4 一 18 构 迁 主 了 图 (3) G， 
边 数 由 58 减 到 42 个 。 以 上 列 方法 为 基础 ， 就 可 以 构造 出 w, 与 v( 间 的 综合 最 优 路 径 。 
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五 、 综 合 最 优 路 径 方法 证 1/0.09) 小 ¥ 


第 一 步 ， 在 主子 图 中 确 
定 最 可 车 的 s-t 路 径 。 若 此 
路 的 可 幕 度 不 小 于 境界 信 
度 ， 则 手续 终止 ， 这 时 的 路 
径 是 景 优 的 。 

第 二 步 ， 若 第 一 步 所 得 分 
路 径 的 可 靠 度 小 子 境界 信 
度 ， 则 和 将 G 中 满足 下 列 条 件 ， 
的 边 都 加 到 最 后 这 个 新 图 中 “wn 
去 ， 它 们 的 容重 是 小 于 新 图 
中 最 小 容量 的 那些 边 中 的 容 他 “你 “4 
量 最 大 者 。 图 4 一 14 主 于 图 中 的 s-t 赂 

第 三 步 ， 在 第 二 步 所 得 的 子 图 中 ， 确 定 出 最 可 靠 的 ;-t 路 。 若 它 的 可 靠 度 超过 境界 信 度 ， 
则 它 为 最 优 路 径 ， 否 则 返回 到 第 二 步 。 

例如 我 们 需要 在 图 4 一 11 中 找 一 条 境界 信 度 为 0.5 的 最 优 s-t 路 径 时， 可 用 上 列 方法 进 
行 。 

在 图 4 一 14 的 图 中 ， 最 可 靠 路 径 为 重 线 所 示 之 路 。 此 路 的 信 度 为 0.53。 对 子 卉 界 信 上 度 
0.5 而 言 ， 它 就 是 最 优 路 径 ， 此 路 径 的 容量 为 10。 俏 若 取 境 界 信 度 为 0.6， 此 路 就 不 合 要 求 ， 
从 而 必须 进行 上 述 第 二 步 程序 ， 即 把 边 容量 为 9 的 所 有 边 都 加 到 主子 图 上 ， 这 样 所 得 新 图 为 
图 4 一 15。 在 这 个 子 图 上 最 可 靠 路 径 的 信 度 也 是 0.53， 它 仍 小 子 0.6。 再 把 容量 为 8 的 边 全 
部 加 到 图 4 一 15， 得 图 4 一 16。 在 这 个 图 里 的 最 可 靠 路 径 的 信 度 是 0.66， 它 超过 了 境界 信 度 
0.6。 这 条 路 就 是 最 优 的 ， 它 的 容量 为 8 ， 我 们 用 重 线 把 它 显示 在 图 4 一 16 中 。 


Vs ea ， 9 贫 


图 4 一 让 “把 容量 为 9 的 边 加 在 主 于 图 上 
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图 4 一 16 主 于 图 加 上 容量 为 8 和 4 的 边 


习 题 


1。 在 图 4 一 17 中 ， 从 顶点 v1 到 vs 给 出 三 条 不 同 的 基本 路 ， 哪 一 条 是 最 短 的 ? 最 适 距 山 为 多 少 ? 其 中 
育 图 路 吗 ? 

V 和 - 

V 


YW 人 让 入 
图 4 一 17 习题 用 图 图 4 一 19 习题 2 用 图 


2。 友 出 图 4 一 18 上 各 顶点 的 内 牢 次 与 外 们 次 。 列 出 此 图 的 一 切 盐 本 回路 。 在 图 中 消除 一 条 弧 使 所 得 
新 图 中 无 回路 。 列 出 图 中 各 点 的 可 达 集 。 

3。 对 于 单纯 无 向 力求 说 ， 距 高 还 满足 对 称 性 ， d (u,v) = d (wz) 。 对 于 满足 对 称 性 的 踊 离 4 《usv) ， 
试 给 出 顶点 wyus 和 us 对 于 下 列 等 式 成 立 的 条 件 ，d (v1,0) + dttiyoa) = ds0s) 。 

4。 对 于 图 4 一 18， 分 别 给 出 集合 {v1504} ， fotyos} 和 {vs) 的 可 达 和 集合 。 

5。 对 于 图 4 一 17 和 图 4 一 18 分 别 给 出 一 个 顶点 基 。 

6。 试 证 在 有 向 1- 疼 中 ， 若 无 回路 存在 ， 顶 点 基 中 的 各 项 点 的 内 中 次 必 为 0 。 

7。 试 说 明 图 4 一 17 和 图 4 一 18 的 连接 性 是 强 的 还 是 弱 的 . 

8。 有 向 1- 图 的 直径 6 定义 如 下 : 

6=maxdkuy 
ma 

披 此 求 图 4 一 17 和 图 4 一 18 的 直径 。 

9。 试 求 图 4 一 18 的 强 连 接 今 支 。 

10。 试 求 图 4 一 19 的 连接 姬 隆 A， 求 从 顶点 ni 到 的 长 度 为 和 2 的 基本 路 。 试 证 从 v1 到 0 存在 一 条 
长 为 4 的 单 路 。 计 算 A*'，A'*1 和 人 4 来 验证 上 列 各 结果 。 
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个 
妥 4 一 19 习题 10 用 图 图 4 一 20 习题 12 用 图 


11。 对 于 上 图 4 一 19 求 第 阵 和 A ， 入 访 ' 和 妈妈 。 试 说 明和 A 八 态 ' 中 元 素 的 实际 意义 。, 

12。 试 求 图 4 一 20 的 连接 矩阵 妈 ， 并 求 它 的 道路 短 阵 入 。 _ 

13，、 对 于 有 向 1- 图 G 记 妨 为 其 连接 矩阵 ， 试 求 图 4 一 19 的 距离 握 阵 (dm ee， 车 Rw) d=0, 
du= 上 ， 其 中 为 使 6 小 ! 天 0 的 最 小 整数 ) 。d，= 1 的 意义 为 何 ? 

14。 斌 证 车 图 的 是 疮 短 阵 的 元 素 ， 除 主 对 角 线 上 的 元 素 之 外 全 部 是 不 为 0 的 数 ， 则 有 向 图 必 为 强 连接 
的 。 

15， 提 出 一 个 最 短路 径 问题 ， 并 用 卑 算 求 解 。 

16。 在 图 4 一 21 中 找 一 条 由 和 点 到 B 点 的 最 短路 。 


图 4 一 21 最 短路 径 的 EE. 下 ,Moore 实 例 


17。 在 图 4 一 22 中 用 标 导 法 找 出 从 v, 到 v: 的 最 快 的 路 径 。 各 边 上 的 标号 讼 示 旅 行 此 段 路 程 的 时 间 
(分 ) 。 


wewasnTu 人 人 
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虞 。 斌 证 任意 路 方法 最 多 试 标 2 mm 次 、 其 中 中 为 疡 数 。 

19、 斌 证 车 已 标 导 、 未 扫 拱 的 顶点 目录 ， 按 “ 先 来 先 用 ”原则 来 管理 . 那么 任意 路 方法 所 硝 定 的 路 径 
必 最 给 。 

20。 设 T 为 一 个 及 个 顶点 的 树 , 边 [0.,0,] 不 在 树 上 ,将 .0.，V,] 加 在 树 上 之 后 必 构 成 一 个 图 。 试 志 一 
种 确定 此 畴 上 其 它 各 点 的 算法 ? 

21. 在 图 4 一 23 里 各 弧 上 的 权 洗 示 弧 的 长 度 ， 求 从 v1 到 各 顶点 的 最 短路 径 。 求 从 2 到 we 的 次 类、 第 
三 和 第 四 短 的 路 径 。 

22。 接续 表 4 一 8 找 出 Ds 和 中 。。 

23， 设 G 是 一 个 具有 个 顶点 的 有 向 图 ， 各 强 上 均 标 有 长 度 ， 并 仍 设 一 切 有 疝 回路 之 长 都 关 0 《请 着 
图 4 一 8 下 面 的 注 ) 。 苦 (5 ,20.)E€ 0 则 全 1(1j) = oo。P1ogd 给 出 了 求 最 短 f - j 路 的 一 种 方法 : 

第 一 步 命 i= 1， 

第 二 步 合 j = 1 

第 三 步 合 a(i, =miati(ij ,min G0) + 1 了 J， 并 以 204 ,站 代 1 i, 站， 作为 总 (,， 


2 的 长 度 。 

第 四 步 ” 若 1i<m， 则 纵 大 i 之 值 并 逝 回 到 第 三 步 ， 千 则 进 到 第 五 步 ; 

第 五 步 ” 鞠 J Cn， 则 纵 大 ;之 值 并 返回 圳 第 三 步 ， 否 则 停止 。 那 么 对 一 切 t 天 六 af,j) 必 是 最 短 
+ 了 路 的 长 度 。 试 证 此 方法 的 正确 性 。 


(08 VT_ 111.0.9) 


图 4 一 28 ”习题 21 用 图 图 4 一 24 习题 24 用 图 


24。 在 图 4 一 24 中 ， 第 一 个 权 为 边 的 容量 ， 第 二 个 权 为 它 的 可 谷 度 。 利 用 主子 图 方法 ， 求 击 界 借 度 为 
9.7 的 具有 最 大 容量 的 1 一 5 路 经 。 | 
25， 无 向 图 G 中 两 顶 发 "及 ?之 问 的 路 各 的 集合 记 为 P， 设 P 名 为 P 中 一 特 下 路径， 或 刘 
41) P ,=p PAC， 其 中 C 为 空 图 或 合 p 部 的 区 | 
(2 ) 设 A 为 集合 类 ， 定 义 久 的 最 小 化 maia 人 如 下 ， 
miaA= {a 4€ Ai 着 BE A 则 鲁 有 Pa} 
依 此 试 证 。 Pu<minhp 只 AC， 其 中 C 为 或 空 本 | 、 
(a 》 设 为 运 接 的 EU 上 忆 民 图， 即 E 中 顶点 的 浆 数 均 为 偶数 。 令 {E}》 为 G 中 全 体 EU 上 ER 于 图 


组 成 的 类 ， 试 证 
P,,=minfpAE，PE {E} ， ,为 P., 中 一 特定 路 
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第 五 章 。 极 大 流 问题 


在 图 的 应 用 中 .特别 是 车 交通 运输 、 信 息 传递 方面 的 应 用 中 ， 极 大 流 问题 占 有 主导 地 
位 。 因 此 将 菜 些 条 件 下 的 流 极 大 化 是 应 用 图 论 的 中 心 问题 之 一 。 本 章 从 具体 问题 着 手 ， 介 绍 
级 大 化 的 思想 方法 和 相应 的 技巧 。 


第 一 节 司 例 


例 5-1， 下 图 5 一 1 为 一 运输 网 。 拓 点 u .为 发 点 ，b ,为 收 点 。 各 狐 上 的 二 元 数组 《a， 
5 ) 中 ，a 表示 该 弧 的 容量 ( 见 定义 2.19) ，65 表示 该 弧 上 的 流量 { 见 定 义 2.19) 。 图 中 无 
数组 的 弧 表 示 没 有 货物 通过 或 流量 为 0 。 并 设 它们 的 容量 全 都 是 1 。 图 和 各 弧 上 的 容量 表示 
运输 或 传输 系统 的 设备 能 力 。 极 大 访问 题 就 是 利用 这 个 固定 的 设备 ， 使 之 发 挥 最 大 的 效果 ， 
即 如 何 安 排名 弧 上 的 流量 才能 获得 最 大 的 运输 能 力 。 为 此 很 容易 产生 这 样 的 想法 ， 从 发 点 v， 
出 发 沿 着 各 条 绒 都 使 它们 达到 饱和 时 ， 必 能 达到 最 大 效果 。 实际 上 问题 远 不 是 如 此 简单 ， 首 
先 遇 到 的 闻 题 就 是 在 这 种 筷 想 指导 下 难以 保证 流 的 守恒 姓 《 见 定 义 2.20) ， 其 次 为 了 保证 流 
的 守 生 性 就 要 池 弱 其 些 弧 上 已 安 排 好 的 流 , 因此 就 难于 保证 极 大 化 。 最 后 即使 从 w 到 w 的 每 一 
条 路 径 都 达到 了 饱和 ， 也 不 能 保证 所 安排 的 流 有 极 大 值 ， 这 只 要 看 一 下 图 5 一 1 就 知道 这 个 
流 确 已 使 各 条 * -+ 政 均 饱和 。 但 如 果 我 们 把 us， ui》 上 的 单位 流量 改 送 在 《vz, va) 上 而 
后 沼 《vs,5,) 送 济 v,、 并 将 (osypD 青 增 加 一 个 单位 的 流 沿 着 v1,04》 送 到 v4。 于 是 在 
原 有 的 运输 网 上 获得 新 的 流 ， 如 图 5 一 2 所 示 。 显 然 在 图 5 一 2 中 的 流 的 值 已 经 是 6，、 比 图 
5 一 1 中 的 流 增 加 了 一 个 单位 。 


图 8 一】 极 大 流 的 初始 说 


因此 在 一 对 收发 点 间 的 极 大 流 问 题 ， 可 以 概括 如 下 ， 

首先 在 网 上 铺设 一 个 初始 可 行 流 . 〈 殉 公式 2.1 和 2,2)》 。 、 

其 次 应 英 定 一 种 判别 流 . 是 否 为 具有 极 大 值 / ,的 原则 。 这 就 是 我 们 将 重点 讨论 的 极 大 
琢 极 小 截 原理 。 . 

第 三 应 建立 一 个 方法 ， 以 便 使 尚未 达 极 大 信 的 流 .7 增加 流量 。 为 此 我 们 将 介绍 Ford 
-ulikerson( 福 德 一 一 富 柯 松 ) 的 标号 法 。 

例 5,2， 在 铁路 网 上 经 常 有 很 多 发 点 、 收 点 闻 时 发 送 多 种 货物 在 路 网 上 流通， 我 们 的 自 
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标 是 要 忌 可 能 满足 各 方面 的 合理 要 求 使 达 最 佳 的 综合 效果。 今 设立 5 一 3 上 有 两 对 收 、 发 点 
和 5 ua 和 ui。 各 边 上 的 三 数组 (al，az，ca) .其 中 qi 表示 该 边 之 容量 ，as、Gas 分 
别 表示 第 一 和 第 二 种 货物 的 流量 。 我 们 的 目的 是 使 两 种 货物 流 ,和 .9 ,的 值 的 各 1 1，,， + 
f ,4 :为 最 大 。 这 里 用 的 方法 是 

第 一 步 ， 核 例 5.1 的 单 种 货物 流 方法 ,首先 使 ,的 值 1)，.，, 达 最 大 我 们 细 审 各 雹 上 的 
流 , 实 线 箭头 表示 第 一 种 货物 的 流向 ， 蕊 线 第 头 表示 第 二 种 货物 的 流向 ， 在 图 上 过 [v7 ,0,] 
和 和 边 Evs,v，] 均 已 饱和 再 考虑 到 流 的 相 容 性 JL 1 .jf ] 扩 cL[ i , 门 ， 可 知 第 一 种 货物 流 的 值 
8 已 达 上 界 cf7 ,ft +c[8,t=4+2 一 6。 所 以 第 一 种 货物 流 已 是 极 大 流 。 在 图 
上 除去 第 一 种 货物 的 占用 能 力 后 ， 各 边 上 的 容量 为 c"fE . 门 =c[i , 门 -AKC 门 。 

第 二 步 ， 在 以 c ‘C1. 门 为 容量 的 图 上 ， 再 使 第 二 种 {单一 ) 货物 流 极 大 化 ， 并 将 此 流 
以 虚线 表示 在 图 上 。 它 的 极 大 性 可 以 这 样 来 确认 ， 从 5,, 发 出 的 货物 ， 开 始 时 只 有 附 条 可 供 
选用 的 边 v,, ,ze 和 [v,, ,v3] 。 然 而 到 vs 之 后 所 遇 到 的 两 条 新 边 Cve,vs3 和 [vs,01] 
均 已 饱和 ， 因 此 第 二 种 货物 已 不 能 使 用 [Cv,, ,ve)。 所 以 只 有 哗 一 的 边 [v,, ,vs] 可 用 。 然 
而 从 vs 到 4,, 只 有 唯一 的 一 条 路 《v3、ve，v1,) ， 这 条 路 的 容量 应 为 边 [vswve] 的 容量 
cfT3, 8 一 4 一 2=2。 

第 三 步 ， 审 查 以 上 两 步 的 安排 是 否 已 使 / ,+ /3,,, ,太极 大 。 初 步 印 象 很 可 能 认为 
防 种 流 之 和 已 达 极 大 值 ， 实 际 不 然 。 因为 这 时 天 个 浪 的 值 之 和 为 (4+2)+2=8。 
然而 着 将 两 种 货物 洲 作 如 图 5 一 4 所 示 的 调整 ， 则 又 可 以 增加 2 个 单位 的 第 二 种 货 流 使 


图 5 一 3 两 种 货物 注 


所 44+ 及 ,4 = 10。 我 们 指出 这 已 是 极 大 值 了 。 理 由 很 明显 ， 因 为 从 w ,和 :向 各 自 的 目 
的 地 发 出 的 货物 必须 经 过 以 下 各 边 ， 即 它们 构成 一 个 将 一 切 路 都 急 断 的 基本 边 钢 集 
ousvs] ， [oaos] ， Lvovr] ， [ov 
而 且 这 些 边 的 容量 之 和 只 有 10、 所 以 这 些 边 煌 已 被 图 5 一 4 的 流 所 饱和 ， 再 也 不 可 能 有 额外 
的 流通 过 ， 故 此 流 已 为 极 大 。 
现在 我 们 对 以 上 二 例 作 进 一 步 的 分 析 。 
对 于 一 对 收发 点 的 货物 沪 ， 我 们 提出 了 三 个 间 题 。 但 对 于 多 对 收发 点 的 极 大 化 不 仅 仍 然 
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存在 这 些 问题 ， 而 且 还 有 新 的 问题 产生 。 所 以 上 面 提出 的 三 个 问题 是 有 普遍 意义 的 。 今 以 上 
列 实 例 为 基础 作 进一步 分 析 。 


一 、 初 始 流 的 确定 
只 要 保证 守恒 性 与 相 容 性 ， 即 可 达 此 目的 ， 当 然 应 力求 初始 流 的 值 尽 可 能 的 大 一 些 。 


二 、 极 大 流 极 小 截 原 理 


从 例 5.1 可 见 : 图 5 一 2 上 的 流 六 的 仿 f .二 6 另 一 方面 制 集 As 一 {v0.01) (usyb) 
Cvs,91)} 的 容量 C(A,,1) = 6。 而 且 再 也 没有 能 使 0, 与 v0, 分 开 的 割 乐 A', 使 C(A,.1)> 
C (A1,)。 这 说 明 及 ,,, 为 最 小 容量 的 s+ 割 集 (即将 v0. 与 0 分 开 之 割 集 ) 。 总 之 对 例 5.1 成 
立 以 下 结论 ， 极 大 流 的 值 f,,, 等 于 具有 极 小 容量 的 割 集 A,,, 的 容量 什 。 略 言 之 ，“ 极 大 流 等 
于 极 小 截 ? 。 读 者 可 以 细 审 此 结论 对 于 例 5.2 也 成 立 。 这 就 是 有 名 的 极 大 流 航 小 截 原理 。 


三 、《 流 的 ) 增值 法 

在 以 上 两 个 例 邓 中 我 们 看 到 ， 一 般 来 说 ， 初 始 济 不 是 最 大 的 。 而 且 我 们 容易 使 从 收 点 有 
发 点 的 各 条 路 都 达 愧 和 ， 可 异 这 并 不 能 保证 流 的 极 大 性 。 究 其 原因 ， 如 图 5 一 2 及 图 5 一 4 
所 示 ， 是 由 于 流 的 流向 安排 得 不 合理 。 比 较 图 5 一 1 与 图 5 一 2 可 见 调 整 的 办 法 ， 实 质 上 是 
找到 了 一 条 从 发 点 ,到 收 点 ww, 的 链 C,= (wuivbtuzyys:uf)， 而 后 “ 沿 这 条 链 发 送 一 个 
单位 的 货物 ”， 即 在 所 有 与 链 的 方向 一 致 的 弧 《 叫 作 向 前 弧 ) 上 ， 增 加 一 个 单位 的 流量 【在 
除了 〈u,u?) 的 一 切 狐 上 都 如 此 】， 而 在 与 链 的 方向 相反 的 弛 《v4,vs〉 上 ( 叫 作 向 后 线 )， 
取消 一 个 单位 的 逆流 [ 视 为 1 + (一 1) = 03 。 这 样 流 的 值 增 吉 了 。 这 就 是 所 谓 的 增值 法 ， 
它 的 关键 是 找 一 条 增值 和 链 C,-,。 

比较 图 5 一 3 与 图 5 一 4 可 见 ， 找 到 了 两 条 增值 链 C,,-,, = (v,, ,0,04107,43,01,) 和 
itv 05060075 V6,VasVss)。 对 图 5 一 3 上 的 流 作 如 下 调整 ，《 1》 沿 此 二 链 的 方 
向 各 发 送 一 个 单位 的 第 一 种 货物 《这 是 理论 上 的 处 理 方法 ) ， 《2》 自 v,, 沿 C,，.,, 的 正方 
向 与 C,。-,, 的 反方 网 向 w ,各 发 送 一 个 单位 的 第 二 种 货物 〈 疝 种 货物 的 对 流 相抵 消 》。 

为 了 在 下 面 证 明 的 需要 ， 我 们 还 要 注意 到 ，《 1》 在 C,,.,, 与 C,,.,, 两 条 链 的 共同 边 
上 ， 当 此 共同 边 在 二 链 中 同 向 时 ， 如 Evs,v7J 经 调整 第 一 种 货物 增加 了 2 个 单位 。 当 此 边 在 
二 链 中 异 向 时 ， 第 二 种 货物 增加 了 2 个 单位 ， 如 在 Cv,,,v9] 上 (2) 只 在 C,,-,, 中 而 不 在 
C, -中 的 边 上 ， 拷 C,。- ;的 正方 疝 第 一 、 二 种 货物 各 增加 一 个 单位 《3 ) 只 在 C，-， 中 
而 不 在 C,，-,， 中 的 边 上 ， 如 Co4s06J 沿 C,,-,, 的 正 向 增加 一 个 单位 的 第 一 种 货物 ， 沿 C,,，， 
的 反 向 增加 一 个 单位 的 第 二 种 货物 ，《 4》 总之， 经 调整 后 各 边 的 流量 或 者 不 变 或 者 增加 两 
个 单位 。 

有 了 这 些 喇 性 基础 之 后 ， 我 们 就 可 以 比较 顺利 地 讨论 极 大 流 的 理论 向 题 。 


第 二 节 ” 极 大 流 康 理 


按 实 际 问题 本 身 的 形式 ， 我 们 在 这 一 章 既 讨论 有 向 图 也 讨论 无 向 图 上 的 极 大 流向 题 。 
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一 、 传 输 殉 和 流 


定义 5.1， 一 个 线 上 或 顶点 上 加 了 权 的 图 G 叫 作 网 ， 如 河 定 义 2.19 仍 记 为 W-G。 只 在 线 
上 加 权 的 图 噶 作 线 税 网 ， 仍 记 为 A "WG 或 E.W.G。 只 在 顶点 上 加权 的 图 叫 作 点 权 网 ， 
仍 记 为 P.W。G。 当 网 G(@) 的 权 表示 线 的 容量 或 顶点 的 容量 时 ， 称 此 网 为 合 轩 网 记 为 
G (c) 。 这 是 本 章 讨论 的 主要 网 。 当权 为 线 或 项 点 提供 使 用 的 概率 时 ， 称 为 随机 网 ， 记 为 
G(pP,o) 。 因 此 以 G(p,c) 表示 “随机 传输 网 ”。 

我 们 在 这 一 章 里 只 讨论 1- 图 G 所 产生 的 网 ， 因为 对 于 其 它 的 图 ， 只 要 把 两 顶点 间 的 平行 
同 向 线 视 为 一 条 “ 粗 2 线 ， 使 它 的 容量 为 诸 平行 线 容量 之 和 即 可 。 另 外 我 们 本 来 可 以 只 讨论 
有 启 图 ， 因 为 无 向 图 是 可 以 代 之 以 有 向 图 。 不 过 还 是 有 些 问题 ， 例 如 [ua,.uj] 上 的 容量 为 
ef 7 ]， 当 以 《poor)》 和 《ojvuf) 代 达 fulo 门 时 ， 两 条 弧 上 的 新 容量 c (i,j) 和 c(i ,3) 
应 满足 条 件 


eli N=eG, +e 
这 里 还 应 区 分 《up7》 和 (v,,04) 上 的 流 是 否 为 间 一 货物 。 对 于 相间 的 货物 还 应 附加 条 
件 
el Dre DTo 
因此 ， 在 下 面 我 们 还 是 真 接 处 理 无 向 图 ， 而 不 强求 方法 上 的 一 至 竹 。 
在 公式 〈3. 了 和 (2,2》 里 已 经 所 到 有 向 网 上 的 可 行 流 概 您。 现在 我 们 对 于 无 向 图 给 出 相 
。 应 的 概念。 
在 边 [v 9 上 从 ,到 ;的 流 记 为 FCi,7， 并 要 求 jCi, 门 = - 7, 间 ， 由 于 容量 的 实际 
意义 ， 还 要 求 ci, 门 =c[y1, 门 。 并 定义 J[4,B]=- 六 jh 其 中 eA ueB 
to en 
仍 用 f ,表示 流 从 v, 经 网 洲 到 0, 之 什 。 于 是 关于 无 向 网 上 的 可 行 流 定 义 如 下 。 
定义 5.2， 元 向 网 上 的 洲 满 足以 下 条 件 时 称 为 可 行 的 ， 


fo 若 i 二 s 
mp- 若 ws, i (5,1) 
~f 若 i =+ 
cLi, ff Ui, oti, 1) C5.2) 
这 里 fT[i, 门 为 负 值 的 意义 是 流 实 为 从 V4 到 v1 的 方向 。 公 式 (5.1》 芍 含 了 守恒 性 1(5.2) 


表示 流 的 相 容 性。 

定义 5.3。 设 顶点 序列 90,，…，v40v，…v， ,ve 构 或 一 条 加 一 9 链 C,-s， 则 当 (v1,vy) 
EU 时 , 称 《vesV) 为 Ce-o 链 上 的 向 前 医 ， 当 (vw;,41) EU 时 称 《1,01) 为 Co.s 链 上 的 向 后 
弧 。 而 对 于 无 向 图 总 称 [wy 为 向 前 边 ，[oy,u] 为 向 后 边 。 

在 图 5 一 1 中 的 键 Ci Cv,vi5v45 v2 09505) 上 (ves ) ， (104) ， (uayba) 
和 《yesu》 都 是 向 前 弧 ， 而 《or,o4) 为 向 后 弧 。 

定义 5.4， 若 (uib7) 为 Co-* 链 上 的 向 前 弧 ， 则 称 (1.7) 为 链 C。 的 向 前 流 ， 若 弧 
(Caiy00 为 C,-。 上 的 向 后 弧 ， 则 称 f (i,j) 为 链 C,.。 上 的 向 后 流 。 同 理 车 [v,,v;] 为 向 前 边 
时 ， 称 fi, 门 为 此 链 Cs-, 上 的 向 前 流 ， 管 则 称 为 向 后 流 。 

在 图 5 一 1 中 的 C,_, 链 上 的 J (s, 1) ，f (3,1) 是 向 前 流 ， 而 f (2,4) 为 CG,-, 上 的 向 后 


定理 5.1， 设 并 是 以 v。 和 ,为 发 点 和 收 襄 的 传输 网 上 的 可 行 流 《 以 后 简称 为 s ~ 流 ) ， 
其 值 了 .为 正 整数 ， 则 存在 有 距 备 s - 革 基 本 攻 PL ， pi .Dt nD mm! ns 


， 78 。 
流 。 在 图 5 一 3 和 5 一 4 中 的 无 向 网 上 , 对 C,,- ,二 (v4,0a104105101,) 来 说 ， 边 [vs ,04 
为 向 前 的 ，[v4,vs] 为 向 后 的 。 在 图 5 一 4 中 的 [vs,usl] 上 第 二 种 货物 流 f4,.41 是 向 前 的 ， 
在 【ou,] 上 第 一 种 货物 洲 f44.s3 对 C,。-，。 链 来 说 是 向 后 的 。 若 令 C1。 -一 (ovsyuoyuy， 
Devssvas v4), 则 对 C1 -来 说 ， 上 列 记 有 说 法 均 不 相同 。 


二 、 残 容量 


在 第 一 节 的 两 个 例子 中 ， 所 以 能 调整 初始 可 行 流 使 之 增 大 流量 、 关 键 的 一 步 是 找 出 一 条 
可 以 增值 的 s- +t 链 。 此 s -上 链 之 特征 是 ，《〈《1)》 在 它 的 向 前 弧 《或 边 ) 上 ， 这 些 线段 未 饱 
和 : 《2) 在 向 后 弧 《〈 边 ) 上 有 向 后 的 非 零 流 。 因 此 沿 这 个 链 有 剩余 的 传输 能 力 ， 概 括 起 来 
给 出 以 下 定义 。 

定义 5.5， 设 C,-, 为 传输 网 上 的 一 条 = -+ 链 ，u, 及 5 ,为 此 链 上 相 邻 的 两 个 天 点 ， 定 义 
对 《7)》 上 的 残 容量 rc。 ,i 站 、 

DD CHD -HH7) 若 f (1, 门 为 C,-, 上 的 非 负 的 向 前 流 ， 
洲 了 站 若 f (i, 门 为 C,-, 上 正 的 向 后 流 。 
同 理 可 定义 边 上 的 残 容量 rc ,_, (i, 门 。 
定义 5.6， 设 C,-, 为 传输 网 上 的 5- +t 链 ， 我们 称 下 式 给 出 的 rtC,.,) 为 此 链 的 残 容 


re 


量 : . 
(Ci 一 minfrc ys 门 : wu 为 C,-, 上 的 相 邻 顶点 } 
当 *(C:-) 一 0 时 称 链 C,- ,为 饱和 的 ;否则 称 为 非 饱和 的 。 
例如 在 第 一 节 的 例 5.1 中 ， 我 们 取 C,-: = (bbiyutvbaybsyoD ， 对 于 这 个 链 有 以 下 结 
果 ， 


ro (SD=2—121 rc) 一 1 一 0=1，re (2)=1 
rc (2,3) 一 1 一 0 一 1， re,.,(3.1=2 1 二 1。 从 而 r(C, -一 1.。 故 沿 此 
链 可 增加 一 个 单位 的 流量 。 


三 、 流 的 运算 


在 网 上 铺设 极 大 流 的 过 程 中 ， 我 们 已 经 看 到 常常 需要 调整 流向 ， 或 需要 在 残 容量 为 正 的 
链 上 增加 流量 。 例 如 在 例 5.2 中 , 我 们 在 由 C,,-， 链 和 C,。,, 链 组 成 的 圈 中 ， 沿 ss，fa，s3 的 
方向 增加 了 一 个 单位 的 第 一 种 货物 流 。 这 个 流 的 实际 作用 在 于 调整 第 一 种 货物 的 流向 ， 它 的 
值 为 零 。 即 常常 需要 把 值 为 零 的 流 加 到 网 上 ， 以 调整 流向 . 

定义 5.7， 值 为 零 的 流 时 作 零 型 流 ， 记 为 &。 

定义 5.8， 设 7 ,及 7: 为 传输 网 G(c) 上 的 两 个 可 行 流 , 我 们 称 下 列 流 史 为 它们 的 和 ， 记 
为 =F .+ 
、 着 (i EUWNFG DAG + FG 

其 中 ZF ={fOD GNDEUY. Fr={f "0: .NEU)}, k=l,2, 

定义 5.9， 称 空 图 和 一 些 无 共同 弧 的 回路 的 并 为 E- 图 。 设 r,-, 为 有 向 网 上 的 * -二 路， 
则 显然 存在 基本 路 了 ,-, 和 一 个 下 -图 已 使 

Te =P, UE。 

只 要 招 训 找 为 边 则 得 无 南 图 的 相应 结果 。 


设 此 路 的 容量 为 x 二 c (x,-,)， 我 们 用 zx (x,- 1) 表示 这 样 的 一 个 流 ， 

基站 ER 则 令 f Qi, 站 =z， 

荐 Gi 站 En,-， 则 令 f (i 让 =0。 

这 个 流 z(z,- 4) 显 然 是 可 行 的 。 而 且 有 下 列 关系 式 

TF) 7(P,) + (E) 《5.3) 

共 中 (EE) 为 零 型 流 ， 它 在 E- 图 EE 的 缴 上 的 流量 为 xz, 在 E 以 外 的 缴 上 的 流量 为 0。z(P,.,) 
的 定义 仿 x (x,-,) 自 明 。 我 们 称 公式 〈5.3) 为 路 型 流 z(r,-,) 的 有 效 分 解 式 。 

由 流 的 守恒 性 容易 证 明定 理 5.1。 

定理 5.1: 设 9 是 以 v, 和 vw, 为 发 点 和 收 点 的 传输 网 上 的 可 行 流 和 简称 为 -+ 流 ) ， 
其 值 F ,为 正 整数 ， 则 存在 有 限 条 s ~ 上 基本 路 P;-,，P?_-,，.…，P_,， 和 -路 E!，E?， 
ey EBs, 使 


有 一 1(PI + +1(P'.,) + {5.4) 


其 中 色 为 包含 下 ， 也 "，…， 卫 "各 也 -~ 路 的 已 -路 。 

证 明 : 着 为 1,.,> 0 ,所 以 必 有 (s,7DE U 使 f(s 六)>>0 。 若 所 一世 则 P, ,= (usa 为 
一 条 -基本 路 。 若 j 半 + 则 由 于 y1, 的 守恒 性 ， 必 有 v1, 使 1 (j1,72)>>0。 重 复 上 列 步 
台 直 到 下 列 两 种 情况 之 一 发 生 ， 得 到 一 条 基本 = -了 路 P,-,， 或 者 一 条 基 本 路 了 ,1, 和 一 个 
含 1 的 基本 回路 c (v1,)。 在 后 一 情况 ， 必 可 找到 一 个 新 顶点 01,， 使 1 (i,11)>>0，…， 最 
后 必 可 达 v,。 总 之 ， 必 可 找到 一 个 s -路 #1, 二 了 ;,,UE!， 并 满足 下 列 条 件 ， 在 r1,, 的 
各 弧 上 的 流量 为 正 ，P14,, 为 一 条 基本 s - 才 路 ， 吾 ! 为 一 条 也 -路 。 于 是 有 可 行 流 . 多 ,存在 ， 使 

FF tIPI)+EED) 
其 中 入 (也 :)》 为 在 E'! 上 的 单位 堆 流 。 而 .9 1 的 值 为 1,-, ~ 1 。 重 复 上 列 步骤 则 得 
F =1PIL) +1PI) + +1(P!. DE 


其 中 一 (E42(B) t+ (EY)+2'(E) 。 2'(E’) 为 E- 图 上 的 零 型 流 。 


四 、s-t 整 数 流 .7 的 分 解法 


由 上 列 定理 可 得 整数 流 的 分 解 方法 
第 一 步 : 令 1 一 0， 
第 二 步 ， 找 一 个 单位 的 s-t 路 型 流 1 (x;*!)， 
第 三 步 , 仿 F i= 了 一 1(7121)， 而 ,== 
第 四 步 ， 没 1(z;27) =1(P;t)) + (E+!) 其 中 ni 和 Pi UE 
第 五 步 ， 若 .9 ,, 1 的 值 大 于 零 ， 则 以 1 + 1 代 i 返回 第 三 步 ， 否 则 找 零 流 型 之 亿 
第 六 步 : 令 人 = (EB) ++ 人 2(E) +2' (EB) 
第 七 步 ， = 1(P4.) +1(PED) + +1(P!.,) 。 
例 5.5， 在 图 5 一 5 中 给 出 了 一 个 s-f 流 .9 ， 我 们 可 以 用 不 同 的 方法 把 它 分 解 。 
第 一 种 分 解 为 ，.9F 一 2(P1.,) +2(P2.,) 十 2(P3 -十 之 
其 中 Pi ,一 (ovoayaeybryaD，P3- 一 (beyobssbagiu)，P3 -一 (uiyueybsyorbD。 
它 为 纯 零 型 流 《〈 即 各 弧 上 均 为 零 的 流 ) 。 于 是 得 
了 =2(Pi-)T2(P3-D+2(P3，) 。 
第 二 种 分 解 为 : 多 一 1(P1)+I1P3- +1(P3.,) +2(Pt.,) +1(PS.,) + 


一 一 一 一 一 一 一 一 
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图 5 一 5 党 的 分 解 


其 中 P4- ,一 (bbsyueybr 0 ， 了 -一 (budbaueyur0D) ， Pi ,一 (obtyusyuay 
0 ，P3 (outiueyusy usuiD) ，P5 = (uvusubsy ut 。 过 也 是 纯 零 型 流 。 


五 、 极 大 流 、 极 小 截 康 理 
定义 5,10: 设 {A ,…， 人 54} 为 传输 网 GC(c) 上 所 有 s-t 割 集 的 集合 ， 并 令 
Tamin{tc CAL) i=1, 2.%, kh} 

则 5,,: 为 s-t 割 集 的 最 小 容量 。 册 于 割 集 的 有 限 性 ， 所 以 必 存 在 市 集 B,,, 使 C(B,,,) + (一 
般 来 说 ， 具 有 最 小 容量 的 割 集 不 唯一 ) 。 并 称 上 列 T ,为 G(c》 的 极 小 裁 ， 称 B,,, 为 极 小 蕉 
集 。 

极 小 过 是 传输 网 本 身 的 性 质 ， 从 实际 观点 来 看 ， 它 反应 网 的 狂 能 。 由 于 任何 5-#t 可 行 流 
所 要 想 达 收 点 U， 必 须 流 经 每 一 个 5-t 荐 集 ， 因 此 多 的 值 ,由 于 可 行 流 的 相 容 性 ， 可 知 

性 质 5.1， 对 于 尾 一 可 行 5-# 流 元 ， 它 的 值 必 满足 条 件 

fr 


增值 法 

第 一 步 ， 确定 一 个 初始 可 行 s-# 流 9 《至 少 纯 零 型 流 为 可 行 的 ) ， 若 六 ,= r,,, 则 方法 
终止 。 否 则 进入 第 二 步 

第 二 步 : 找 一 条 非 饱 和 s-t 链 C,-,; +r 〈C,，) >0 ， 并 称 此 链 为 增 信 链 ， 

第 三 步 ， 在 增值 链 C,-: 上 增加 流量 r(r,， ); 

第 四 步 ， 重 复 二 、 三 两 步 直到 找 不 到 增值 链 为 止 。 ， 

显然 由 于 容量 为 整数 ,所 以 增值 方法 所 提供 的 也 是 整数 流 , 而且.,, 的 值 每 次 经 调整 也 必 
增加 一 个 正 整 数 ， 另 一 方面 极 小 截 f,,, 为 有 限 ， 所 以 上 述 增值 法 在 实施 有 限 次 之 后 必 停 止 。 

定理 5.2， 增 值 方法 停止 的 充分 必要 条 件 是 f ,1 之 T, ,1。 

证 明 : 设 增值 法 已 终止 ， 往 证 f,, ,之 7,,,。 定 义 集合 L 如 下 


veEL 
才 0:E CG 让 >f Gi,) 或 1 (4,0)>0, 则 令 wiEL (5,5) 
下 边 来 证 明 f=C CL, 这 7,,1， 其 中 C(L,L)= 了 > C0)。 


(0 € ET) 


由 于 utE 工 , 因为 否则 的 话 就 应 该 还 有 一 条 增 信 链 ,这 与 增值 法 已 停 焉 的 假设 矛盾 ， 故 工 
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非 空 。 由 于 〈L, 工 》 为 一 个 s- + 市 集 ， 故 显然 有 C (LL, 工 ) 之 7.,:。 又 因 
f=f 5,L)-f (人工 ,L) 
且 对 任 一 Gi 站 EL 5,L) 则 FG 门 =CG; 门 所 以 (CL, 工 )=CGL, 工 )? 
车 GE(E,D 则 FG, 门 =0， 故 有 F( 工 ,L) 一 0。 
由 以 上 四 式 得 证 
一 OC (LL) PT, 


车 f ,1 之 r,,: 则 由 第 一 步 可 知 增值 法 终止 ， 于 是 定理 得 证 。 
由 以 上 结论 可 以 推出 极 大 流 极 小 截 原 理 ， 
对 于 一 切 可 行 s-+ 流 所 ， 杠 有 
max[tf,, =minC(A N=r,,, (5.6) 
这 个 原理 的 重要 性 在 于 指明 下 列 事 实 ， 只 要 流 的 值 ,<r.，， 必 有 增值 路 存在 以 增 大 
流量 ， 直 到 使 流 加 大 到 六, ,=zr,,, 为 止 。 然 而 如 何 才能 诬 到 增值 路 ， 以 上 证 明 并 未 提供 有 效 
方法 ， 为 此 我 们 来 讨论 标号 法 。 


六 、 标 号 方法 


此 方法 对 于 加 大 s ~ t 流 的 值 f,,, 是 非常 有 效 的 ， 它 是 由 标号 手续 和 增值 手 续 来 完 成 
的 。 标 号 手续 是 用 来 措 增 信和 链 ， 也 可 以 用 来 挠 上述 顶 点 集 L。 这 个 方法 之 所 以 快速 有 效 是 基 
于 这 样 的 事实 ， 在 找 增值 链 时 ， 每 一 顶点 至 多 受 检 一 次 ， 这 与 最 短路 径 方法 的 标号 法 是 一 致 
的 。 所 不 同 的 是 这 里 对 每 一 顶点 给 出 三 个 标号 ， 对 于 一 般 柱 顶点 ui 而 言 ， 第 一 个 标号 是 顶 
点 v1€ 工 的 脚 号 ;v1; 与 01 的 关系 满足 公式 (5.5)。 第 二 个 标号 当 C(i ，7) 一 1 (i ,7)> 
0 时 为 加 号 “+ 当 f (了 ,站 ) 沁 0 时 为 碱 号 “一”。 第 三 个 标号 为 刚 达到 的 这 段 增值 链 
的 残 容 量 。 当 标号 手续 找到 一 条 增值 链 C, - ,之 后 ， 则 应 用 增值 手续 油 C,-, 增 加 r(C,,，) 流 量 。 
此 方法 的 收敛 性 已 在 定理 5,2 之 前 提 到 。 

标号 手续 

第 一 步 ， 将 bv, 标 为 [s, + ，e(?) 一 co]。 于 是 称 u, 为 已 标号 、 未 扫描 ， 而 其 它 所 有 点 均 为 
未 标号 未 扫描 的 点 。 

第 二 步 ， 选 取 一 个 已 标号 未 扫描 过 的 顶点 v。， 营 vy 尚未 标号 ， 则 当 

1 (yz)EU、 1 (VY,x)>0 时 ,将 94 标 上 [xz, 一, e()] ,其 中 eCy)=min te(z)， 
7 (8 ,zx )}。 之 后 称 顶 点 v4 为 已 标号 、 尚 未 扫描 。 

2.，(z,y)EUBC(z ,IFCz 2y) 时 ， 将 ww 标 上 [z ,十 ,es(y)]， 其 中 e(y)= 
minf e(z),C(z,8) 一 (zz，2)}, 之 后 称 顶点 vy 为 已 标号 ， 尚 未 扫描 。 

当 wv; 的 邻 域 Pe (vw;) 中 的 一 切 点 vo 都 被 检查 过 之 后 ， 将 u。 的 第 二 个 标号 “十 ?或 < 一? 
用 一 个 小 圆 图 起 来 ， 并 说 w。 是 已 标号 且 已 拉 撕 过 。 

“ 第 三 步 重复 第 二 步 直 到 u 获 得 标号 ， 或 者 不 能 再 继续 进行 标号 为 止 。 若 出 现 后 一 情况 
则 停止 ， 若 出 现 前 一 情况 刚 转 人 增值 手续 。 

增值 手续 

第 一 步 : 令 z = + 并 转 人 下 一 步 。 

第 二 步 ， 若 v, 上 的 标号 为 ( 9, + ,2)， 则 将 1( 9,z) 增 加 e(z)。 若 v, 上 的 标号 为 
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(4, 一 ,2)， 则 将 f(z 9) 减少 et) 和 
《 注 ; 这 些 “+” 或 “-” 号 上 也 
可 能 已 被 小 贺 图 起 来 了 》。 

第 三 步 : 着 9= s ， 则 粮 去 一 切 Ww 
标号 ， 并 转 回 到 标号 手续 的 第 一 步 。 
否则 令 > =9 ， 并 转 回 增值 方法 的 第 
二 步 。 

我 们 重新 来 审查 本 章 第 一 节 的 例 国 5 6 标号 方 流 
5.1, 以 便 说 明 标号 方法 的 使 用 。 

首先 将 0, 标 上 《8 ,十 ,00)。 在 9, 的 邻 域 Telv.) 二 fo，v2,v1} 中 只 有 V1 与 v, 满 足 公式 
(5.5) 中 的 关系 C(s ,1) 沁 f(s ,1D。 于 是 按 标号 手续 的 第 二 步 中 (2 ) 将 ui 标 上 (5 ,十 ,1)， 
此 处 第 三 个 标号 1 = minfco,C(s ,DD 一 了 Cs ,1)=2 一 1 一 起. 并 将 v, 上 的 “+” 号 略 起 来 。 
在 Te (v1) 中 只 有 v4 与 vs 同 v1 满足 标号 手续 中 第 二 步 之 《2》〉 中 的 关系 ， 随 即 把 它们 标 上 
号 v4(1 ,二 ,1)，V sl 十 ,1)。 并 将 v1 中 的 《 叶 ” 号 车 起 来 。 对 于 vs 邻 域 中 的 任 一 点 与 us 
都 没有 可 标号 的 关系 ， 于 是 us 作为 已 标号 、 已 扫描 的 点 将 其 中 “十 ”号 图 起 来 。 我 们 再 来 
扫描 ss， 可 见 在 Pe (vs) 中， 内 有 v4 同 v4 有 标号 关系 : 《53,04) EU，f(2,4) 之 0。 从 
而 将 v4 标 上 《 刀 一 ,1)， 并 将 v4 的 标号 改 为 (1, 四 ,1)。 在 Pel v2) 中 只 有 vs 与 bs 有 标号 关 
系 : (va105) EU,C(2,3) >f (2,3)。 于 是 将 0s 标 上 (2，+ , 了， 并 将 wx 的 标号 改 为 (4, 日 ， 
1)。 从 vs 进行 扫描 时 ， 可 见 在 Te Cvs) 中 只 有 v1, 同 vs。 有 标号 关系 : (v3， Vt) EU，C(3， 
1)>f (3,1D， 随 即将 0, 标 上 (3，+ ,起 并 将 0 的 标号 政 为 (2, 旨 ,1)。 这 里 a 人) 三 1， 自 v1, 按 
照 第 一 个 标号 如 同 找 最 短路 径 那样 , 定 出 增 信和 链 C.- ,= 《v1/，vs，v2， 4,01,91)。 在 Cs-1 链 
的 向 前 ( 按 由 v, 到 v1 的 方向 ) 绒 上 ， 即 《5 ,1)，(C1, 外 ，(2,8)，(3，#) 各 弧 上 增加 2 全 
一 1 单位 的 绒 最 ;而 在 C,- ,的 向 后 弧 (2,4) 上 减少 z(t) 一 1 单位 的 流 景 。 从 而 得 图 5 一 2 
上 所 标记 的 极 大 流 。 在 图 5 一 2 中 标号 方法 已 不 能 再 进行 ， 故 流 已 极 大 。 
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七 、 极 大 流 极 小 裁定 理 的 推广 


许多 与 极 大 流 问 题 看 起 来 很 不 相同 的 问题 ， 如 稍 加 修改 可 化 为 极 大 流 问 题 ， 分 述 于 下 。 

点 权 网 上 的 极 大 流 问 题 。 假 设 图 中 各 弧 的 容量 不 受 限制 ， 但 顶点 上 的 容量 都 受到 严格 限 
制 。 在 第 二 章 已 讲 到 这 种 点 权 别 ， 我 们 可 以 很 容易 地 把 这 种 网 变 为 前 述 传输 网 。 这 只 要 把 每 
一 个 顶点 v0; 分 裂 为 两 个 v1 和 v;*， 辣 时 在 它们 之 间 连 一 条 弧 (v1，v?)， 并 约定 所 有 可 术 v 的 
顶点 ， 都 疏 为 到 达 v1， 而 由 v: 到 它 的 可 达 集 Rvs) 的 颖 v1， v1》 均 收 为 (vt,v/)。 并 给 
弧 (of,p?)》 以 容量 C (v1,u?) 二 CCv1) ， 而 将 原 有 各 弧 均 令 其 容量 为 +se。 这 大 就 可 把 点 
权 图 上 的 极 大 流 问 题 化 为 一 般 传输 网 上 的 问题 。 


-a 


Le 


(6 


图 5 一 ?7 点 权 图 的 转化 
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八 、 多 个 收发 点 的 同一 种 货物 的 极 大 流 问题 


倘若 在 传输 赔 上 不 止 一 对 ， 而 是 有 多 个 收 、 发 点 ，ua …，u pi un 时 ， 
而 且 假设 都 是 收 ,发 同一 种 货物 ,我 们 在 图 5 一 8 中 放 入 两 个 新 的 点 v, 作 为 新 发 点 ，v, 作 为 新 
收 点 ， 并 连接 新 的 强 〈s，s0D ， (s,s2) (8s; 50) 和 (Ci DD) Cf) ，…， 


(Fa， 昌 ， 同 时 指定 它们 的 容量 全 是 + co， 这 样 就 又 化 为 一 般 传输 网 上 的 极 大 流 问 题 。 在 
得 到 极 大 流 多 之后, 则 把 通过 v,, 的 货物 均 由 v,, 发 送 ， 经 由 v,; 的 流 均 由 v4 收留 。 


图 5 一 8 多 收发 点 的 传输 网 


第 三 节 多 种 货物 流 问 题 


经 常 需要 在 传输 网 上 同时 流通 多 种 货物 ， 并 要 使 传输 总 量 极 大 化 ， 这 就 是 多 种 货物 的 极 
大 流 问题 。 假设 有 k 种 货物 ， 第 1 种 货物 在 i，j) 上 的 流 记 为 181) 1 。 当 集合 { 8 ,，， 
Gi， 放 € 吕 } 消 足 往 容 性 和 守恒 性 条 件 时 ， 称 第 /种 流 为 可 行 流 ， 记 为 .7'。 -- 般 假设 每 种 
货物 都 有 自己 专 有 的 收 、 发 点 biz 和 uir。 倘 若 实际 情况 并 非 如 此 ， 则 可 以 作 如 下 图 5 一 9 所 
未 的 变更 。 并 没 所 加 弧 上 的 容量 均 为 -co dto， )= 1，d to ) = 1。 我们 把 第 /种 货物 
由 0, 到 v4, 的 值 记 为 44? ，，,。 关于 多 种 货物 的 限制 条 件 与 单一 货物 类 似 ， 它们 是 对 一 切 ; 和 


(5.7) 


对 一 切 (i,7》 《U， CO, D2 Df (5.8) 


el 


84 。 
ftin20 C5.9) 
以 上 是 对 于 有 向 图 的 限制 ， 对 于 无 向 图 也 有 完全 类 似 的 限制 ， 对 一 切 了 和 1， 
Ee 荐 i =s 
_| 0 车 i si (5.10) 
fe 车 i = 


fp | 


对 ~WCi, EB Ci DI ,il (5.11) 


pen 


一 、 条 种 货物 流 的 问题 


我 们 用 r，，，， 表示 从 发 点 0， 向 收 点 u,， 需要 发 送 的 货物 流 ， 在 不 致 混 湾 的 情况 下 记 为 
rie 于 是 多 种 货物 流 的 问题 可 以 给 出 如 下 的 确切 提 法 。 

问题 1， 确 定 对 需求 量 ri ,rs,…，f 的 要 求 得 以 实现 的 充分 必要 条 件 。 即 对 于 指定 的 ri ， 
fz， sf% 可 以 找到 上 个 满足 公式 (5.7) ， (5.8) 和 (5.9) 或 (5,10) 和 “(5,11) 的 流 F!， 
全 1 


问题 2， 求 ”上 > f 人，， 在 既定 传输 网 上 的 极 大 值 。 


1 


多 种 货物 流 比 起 单一 货物 来 复杂 之 处 在 于 ， 
1。 有 锋 。 设 454.4 itac iu 为 网 上 将 所 有 收 、 发 点 对 《si 二 都 分 离开 


的 户 集 中 具有 最 小 容量 的 那 种 审 梨 《一般 不 唯一 ) 的 容量 。 与 单一 货物 流 不 同 ， /50 


的 最 大 值 不 能 保证 达到 .sw 1，， 152.41: 即 多 种 货物 流 不 能 保证 之 分 利用 设备 能 
力 。 用 图 的 语言 说 ， 就 是 多 种 货物 流 有 时 是 有 颖 的 ， 


max Df ED Crs sn (5.12) 
即 最 大 流 与 最 小 截 , ,43 411， 1, 之 间 有 空 阶 。 单 一 货物 流 都 是 无 颖 的 。 我 们 还 将 证 
明 假 设 在 无 向 网 上 各 边 的 容量 爹 是 偶 整 数 时 ， 其 上 的 两 种 货物 流 也 是 无 缝 的。 然而， 这 个 结 
论 对 多 种 货物 流 一 般 是 不 成 立 的。 在 下 面 的 图 5 一 10 中 ， 我 们 给 出 了 一 个 有 链 图 的 例子 。 基 
为 rss nr 一 C (L, 本 )=8， 其 中 顶点 集 上 二 fv,,，v,。， vs}, 各 边 的 容量 
均 为 2， 已 注 在 各 边 之 旁 。 另 一 方面 对 于 1 =1, 2, 3, 每 一 sj 加 路 至 少 含有 三 条 边 。 故 每 一 
单位 的 f :1?，, 至 少 需 要 三 个 单位 的 边 容 量 ， 所 有 边 容量 之 总 和 为 20。 从 而 


于 


3max 之 f £0 ,<20 
即 nD fs 
所 以 网 中 最 大 流 小 于 极 小 截 ， 这 表明 网 有 儿 。 


5.1, 以 便 说 明 标号 方法 的 使 用 。 


疼 些 粕 下 计 Ffs + roy 看 wn 的 如 域 下 -7 二 fy- 由 日 有 与， 潍 只 从 或 


图 5 一 10 有 颖 图 图 5 一 11 ri=rma= 1 不 能 同时 实现 的 济 


2.。 即使 每 一 个 ri，f 一 1,2,…, 包 都 可 以 分 别 实现 ， 而且 ff, 之 忆 天时 ， 也 不 
能 保证 诸 7 ,rs,… ,7 能 同时 实现 。 为 了 说 明 这 一 点 ,请 夏 图 5 一 11。 

红 旁 括号 内 的 三 个 数 ， 第 一 个 表示 容量 ， 第 二 个 第 三 个 分 别 表示 第 一 、 二 种 货物 的 流 
量 。 从 上 图 易 见 r， 一 ra= 1 都 可 以 单独 地 实现 ,而 且 r1 +rs 一 2<max[f 十 了 全 
因为 “5》 图 里 的 流 的 值 为 2(=0+2,7, 一 0,7 =2)。 然 而 ri 一 rs = 1 确实 不 能 同时 实现 。 因 
为 图 (a ) 已 显示 清楚 ， 当 ri= 1 附 , 弧 (v1,04) 和 (vs,04) 均 已 饱和 ， 而 且 取 L = {v1， 
gs} 村，( 工 , 工 ) 已 招 从 w,,，uw,。 到 它们 收 点 的 一 切 路 都 已 切断 , 故 ( 工 , 工 ) 为 一 ?sa5 te 
的 害 集 。 因 此 再 也 不 可 能 增加 任 一 非 夫 型 流 。 


二 、 多 种 货物 流 的 上 界 


定义 5.11， 将 u。 到 ui，7 =1,2,…, 名 ， 的 一 切 路 (有 向 或 无 向 ) 都 能 切断 的 线 的 集 
合 叫 作 多 种 收发 点 疗 的 分 离 集 , 记 为 A,，，…， 5 ee 当 图 有 向 时 称 和 wa 1， 
“4 为 有 向 分 离 集 。 并 令 T he i (As ”1m) 其 中 
min 是 对 一 切 s1，… ,SW 和 本 分 离 集 取 的 ， 称 7 ss 11 为 多 种 货物 流 的 
极 小 截 。 

与 性 质 5.1 完 全 类 似 地 有 以 下 性 质 。 

性 质 5.2， 在 包 对 收 、 发 点 9，，v4y，《 1 一 1 ，2 ，… 和 中 的 任意 9 对 收 、 发 点 u。 和 


人 , (1 ==1,2,…，9) 全 有 


> fn TN 
中 1 ‘ 1 . 
1-1 人 


例 5.4， 当 上 一 3 ，9 ~= 工时， 人 性质 5.2 说 明 
fi ,, Er, 
了 和 Sr 


《< 的 


人 


1 


而 当 9 = 2 时 和 
和 
了 

当 g= 3 时 CEE A 

定义 5.12， 着 网 上 各 线 的 容量 均 为 整数 ， 则 称 此 网 为 整数 网 。 特 别 当 容量 均 为 个 整数 时 

简称 为 侦 数 网 。 同 样 ， 当 各 线 上 的 流 均 为 整数 关 二 -一 

时 ， 称 此 流 为 整数 流 。 特 别 当 我 们 在 解 货物 流 

问题 时 ， 所 得 流 为 丈 数 流 时 ， 称 此 解 为 整数 

解 。 

对 于 单一 货物 流 ， 在 整数 网 上 的 解 都 是 束 声 

数 解 。 然 而 这 一 结论 对 多 种 货物 流 却 不 成 立 。 图 12 基站 图 上 的 各 可 

为 此 我 们 给 由 以 下 特例 〈 见 图 5 一 12》 ， 在 图 

中 各 边 的 容量 全 部 设 为 1 ， 我 们 用 实 线 矢 表示 第 一 种 货 流 ， 蕊 线 表示 第 二 种 。 揪 号 内 第 一 个 

数字 表示 第 一 种 货物 的 流量 ， 第 二 个 数字 表示 第 二 种 货 流 。 此 网 是 无 缝 的 ， 因 为 《ss,1) 和 

(51,2) 这 两 个 弧 构 成 最 小 分 离 集 ， 


Csa sD FC(s1 Dr ss tts—2 


而 且 二 1 


然而 在 这 个 网 上 ， 对 两 种 货物 的 极 大 流 问 题 ， 没 有 整数 解 。 因 为 当 第 一 种 货物 保持 整数 
- 流 时 ， 它 从 5, ,到 达 v0,, 时 的 路 径 必 包含 第 二 种 货物 的 一 个 饱和 首 集 A,,，,，。 从 而 不 可 能 
有 整数 解 。 

对 于 无 向 网 性 质 (5.2) 右 端 集 的 上 界 r, ,win 可 以 由 适当 的 关联 集 《入 ) 的 
容量 来 实现 。 

性 质 5.5， 对 于 无 向 图 公式 《5.12) 等 价 于 对 顶点 的 任 一 子 集 全 CY， 恒 有 


BD fn SCA,A) 


证 明 ， 因为 只 要 w,, EA, v4 EA 12 NM 
de 


C CA, 人)。 从 而 由 公式 (5,12) 可 以 导出 公式 (5.13)。 
今 设 公式 (5.13) 对 V 的 任 一 子 集 人 成 立 ， 不 失 一 般 性 ， 往 证 


日 


0 oe 
> ET 
~! 


设 5 将 此 分 离 集 A150os 1 
…… 从 G 中 取出 后 得 a 个 分 支 G, 一 (Yi,E) Go= (Yo,B。)。 并 设 关联 这 族 o(CV,) 在 原 
图 与 中 恰 将 S。 一 如 7 一 1,2,… 了 路 都 切断 了 ， 则 由 公式 (5,13) 得 


. 87 和 
Sa CTD 
及 和 和 /对 必 、 当 和 的 站 仙人 关隘 eCY 思 蛛 。 记忆 


25 8, -5 DD fn ,< C Ve VD) 2 


tl al 


上 式 最 左 与 最 右 显示 出 公式 (5,12) 成 于 是 性 质 5.3 得 证 。 


Vs 7 Wz 吉 
2 1 
We 
vo, 7 2 名 


图 5 一 13 关联 集 确定 的 上 界 


为 了 说 明 性 质 5.3 的 意义 ， 我 们 给 出 以 下 例子 。 

二 5.5， 在 图 5 一 3 中， 了 各， 十 才 生 全 二 的 CCslss]+CKss ,t+ CC 
1 一 3 CF) 
虽然 [sso],Css 1] 和 [和 5， 和 3] 不 组 成 关联 边 谈 ， 但 上 列 结果 可 以 由 关联 边 族 得 到 ， 


CCC Vr) Cvs VD 一 2 


让 SC vs), (rar = 
ED tf SCLC Vrs) ,vrs V19) 1=2 
从 而 得 公式 〈F7 
对 于 两 种 货 移 流 ,可 以 将 此 结果 改进 为 , ri 4s 4514， 本 身 为 一 关联 边 族 的 容 显 。 为 了 
证 明 这 一 点 ， 我 们 首先 指出 以 下 显然 的 结论 。 
性 质 5.4， 在 网 中 除去 忆 对 收 、 发 点 的 最 小 分 离 集 之 后 ,余下 的 图 至 多 有 及 + 1 个 分 支 
定理 5.5， 对 于 无 向 图 中 的 两 种 货物 流 恒 有 
ie rs Toms 
其 中 人 -1-1s 表示 将 uv 与 u 重 合 、 思 ;与 urs 重 合 后 的 最 小 章 集 容量 。 间 理 r，- 
,表示 将 v,, 与 li 重合 、bv; 与 ui 重合 后 的 相应 秆 。 
证 明 ， 由 性 质 5. 4 两 种 货物 流 的 最 小 分 离 集 取 消 后 至 多 有 三 个 分 支 。 此 三 个 分 文 的 可 
能 情况 如 图 5 一 1 所 示 。G, 一 (Y，, 卫 )Gi=1,2,3) 表 示 取 出 分 离 集 之 后 的 三 个 分 支 。 在 所 有 铺 
现下 均 有 


ro CVV 
对 于 (a)、(b) 和 《〈c) 三 种 情况 
CIY Tr ET oa 


注意 在 情况 (a ) 和 (pb ) 中 ofV，:,V3] 为 空 集 ;， 同 理 在 情况 《d)》 ，(〈e) 和 《〈) 中 
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CIV VT er Sr, 
由 最 后 两 个 式 得 证 


=mi T 
Tors ta min{ro sr Ta) 


€ 9 " GY (人 
C), CW €%, 
% 
C2) (#8) " 
人 Gy (9 
Ch)， (%, GY° 2 
人 (2 ¢f) 


图 5 一 14 os vosl et。 vs 的 可 能 分 布 


1 fas 


三 、 两 种 货物 流 的 极 大 化 方法 


我 们 在 本 章 第 一 节 的 例 5.1 中 ， 已 给 出 了 两 种 货物 流 极 大 化 的 方法 。 现 在 将 这 些 方法 从 
理论 上 使 之 系统 化 ， 并 给 出 必要 的 论证 。 

定义 5.18， 一 条 $2~ts 链 C,。- ,。 上 的 各 边 [i, 门 ， 满 足下 列 条 件 时 称 C,，-,, 为 可 行 的 ( 注 
意 Cuvuy ] 是 C,。- ,的 向 前 边 ) ， 

1 有 第 一 种 货物 的 正 的 向 后 流 ， 卫 [7, 门 >0 或 

2. 有 第 二 种 货物 的 正 的 向 后 流 ， fj, 让 > 0 或 

3 CO HDG- 1 ,I>0。 

定义 5.14 一 条 ts 一 s: 链 C1 ,上 的 各 边 [i 门 注 足 下 列 条 件 时 称 C。 .为 可 行 的 (注意 
[Lvov 站 是 Ci,- ,的 向 前 边 ) ， . 

1.。 有 第 一 种 货物 的 正 的 向 后 流 ，f [7, 门 >0， 或 

2. 有 第 二 种 货物 的 正 的 向 前 旋 : 了 加 [i, 门 六 0， 或 


3. CE HI If ,i>0. 
定义 5.15， 我 们 称 同 时 存在 的 可 行 链 C,，.', 及 C1,-,, 为 一 个 可 行 链 对 ， 雇 为 


2 2 a0 


在 本 章 第 一 节 对 例 5;2 的 分 析 中 ， 已 经 看 到 这 桩 的 事实 ， 两 种 货物 流 的 极 大 化 ， 关 键 是 


C 
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找 可 行 链 对 ， 而 后 治 每 一 可 行 链 增 加 两 种 货物 流 〈 增 值 为 各 链 残 容量 之 半 ) ， 为 此 我 们 再 给 
出 以 下 定义 。 
定义 5.16:， 对 于 s:-tz 可 行 链 的 边 [fi， 门 令 
E27 [i 门下,7D 车. 门 和 fi, 门 为 非 负 向 前 注 ， 
ai 门 =4 2 
max{f VCH f Ci} 否则 
对 于 全 一 s+ 可 千 甸 上 的 党 门 令 
Eo a 门 车 [5 门 为 非 负 向 前 流 # 


< 人 了 全 [7 六 为 非 负 向 后 流 
max{f OI, LID} 否则 
对 于 可 行 链 对 C,。 ,。，, 令 

ac ts) = mintari Li IE Cs, UC, sa} 


在 不 致 引起 误解 时 ， 将 a(C.,-:,-+，) 简 记 为 a。 

我 们 再 回 过 头 来 审查 例 5.2, 在 图 5 一 3 中 ss 一 纪 可 行 链 C,, -上 ,afsa,3] 一 1，c [3 人 一 
2，ar4,7] 二 1，cf7,8] 一 2 ，cf8,t]J= 1。 在 和 -ss 可 行 链 Ci 上，cft5] 一 1， 
a[5,4]= 2, al4,7]=1, al7,6]= 2, a[6.3]= 2, at3,s1]= 4。 所 以 a(Cs,-,,- ,5) 
一 1。 

下 面 我 们 给 出 实现 +, 和 r 的 要 求 ， 或 者 将 f 号， ，+ f 人 1, 极 大 化 的 方法 。 

两 种 货物 流 的 增值 法 

第 一 步 : 给 出 一 个 使 六，， 一 rt 《或 者 使 了 各， 极 大 化 ) 的 偶 整 数 流 ， 若 r: 不 可 能 实 
现 则 停止 

第 二 步 ， 将 两 上 各 边 人 , 疙 的 客 最 改 为 Ci, 门 =CCt, 门 - IC 站 之 后 ， 找 一 个 使 
了 人， 为 极 大 的 偶 整 数 流 ， 若 了 和，。ZPra 则 停止 

第 三 步 ， 标 定 一 个 可 行 链 对 C,, - ;,- ,。， 若 找 不 到 则 停 止 。 车 找到 C,,-,,-,。 ， 则 沿 

C,，- 1 将 第 一 种 货物 增加 a 单位 ， 沿 C1,- :也 将 第 一 种 货物 增加 a 单位 

第 四 步 ， 从 v,, 沿 C,,- 1 的 正方 向 和 C,,-,, 的 反方 向 ， 在 各 边 上 都 将 第 二 种 货物 增 
加 a 单位 ， 从 而 将 了 63), 增加 2a 单 位 的 流量 ; 

第 五 步 ， 重复 第 二 、 三 、 四 步 ， 直 到 此 法 停止 。 

两 种 货物 流 的 极 大 化 原 再 

引 现 5.1， 在 两 种 货物 流 的 增值 法 中 ， 第 一 到 第 四 步 每 重复 一 次 ， 所 得 的 注 仍 为 可 行 的 
(虽然 只 用 第 一 、 第 二 和 第 三 步 之 后 可 能 是 不 可 行 的 ) 。 

还 明 ， 将 四 个 步 卫 使 用 完毕 之 后 ， 在 每 个 项 点 上 的 流 都 是 守重 的 ， 改 只 需 证 明 流 的 相 容 
桂 。 在 第 一 、 二 两 步 完成 之 后 ， 钨 不 会 玻 坏 相 容 任 ， 今 考虑 这 [;, 门 上 的 洲 ， 并 假设 在 前 次 
施行 第 三 、 四 两 步 之 后 Ci, 门 上 的 流 为 [i, 门 和 f Ci, 门 , 且 满足 相 容 性 ， 

Hf PE + CC, 

现在 依照 ,上 流 的 实际 状态 , ,需要 考虑 三 种 情况 

甲 、 设 [2, 门 只 在 一 个 可 行 链 上 ;并 设 ‘+ [i, 门 是 一 个 正 的 向 后 流 。 则 在 第 三 步 之 后 
第 一 种 货物 的 新 流 晤 为 


90 。 


Nf PCY -0 

而 在 第 四 步 之 后 ， 第 二 种 货物 的 新 流量 为 《 见 从 5.2) 

e+e 或 If Ci -a 
所 以 在 完成 第 一 到 四 步 之 后 ，[i, 门 上 的 新 流量 至 多 为 
FO OH HI FO DI + I WC, CC, 
于 是 当 出 现 情形 甲 时 ， 引 理 得 证 。 
忆 、 还 设 [i, 门 仅 在 一 条 可 行 链 上 ， 但 假设 1 [i,j] 为 非 负 向 前 流 。 则 在 完成 第 三 步 之 
第 一 种 货物 流 的 大 小 为 


也 


lf Ci + 
在 完成 第 四 步 之 后 ， 第 二 种 货物 流 的 大 小 为 
fC -a 或 if Ci +a 
在 前 一 种 场合 ，[i, 门 上 流 的 值 满足 条 件 
COI FOF HN DPT FH VECO, 
在 后 一 种 场合 ，[i, 门 上 流 的 值 满足 条 件 
可 二 efp 站 +2a=CCi 门 
为 此 时 e= (CCi, 站 一 1 全 Ci 了 一 |f Ci /2 
所 以 车 情形 乙 出 现时 ， 引 理 也 成 立 。 
丙 、 设 [i, 门 同时 在 两 个 可 行 链 上 。 当 [i, 门 在 两 条 链 上 局 向 时 ， jeo Ci 站 增加 2a， 
但 1 9 Ci, 站 不 变 ， 而 当 [i, 门 对 两 条 可 行 链 异 向 时 ，1f Ci,j3| 不 变 ， 但 1 9Ti, 六 
要 增加 24。 总 之 ， 在 [i, 门 上 的 新 流量 为 
OE + If PCF 420=CCi, 
于 是 在 任何 情况 下 ， 引 理 5.1 都 成 立 
引 理 5.2 ， 着 对 所 有 的 和 六，ri、rs 和 Cri, 站 都 是 全 整数， 则 两 种 货物 的 增值 法 产 
生 整 数 流 车 我 们 的 目的 是 将 2,， + 了 53, 极 大 化 ， 则 仅 需 CCi, 门 为 整数 即 可 ， 但 所 
得 的 解 一 般 不 能 保证 为 整数 ， 见 例 5.2) 。 
证 明 ， 设 r; 、ma 和 CCi, 门 均 为 偶 整 数 。 再 者 在 第 一 、 二 两 步 中 ， 对 于 所 有 的 了 和 我们 
要 求 必 0 [i 四 和 f 人 2[i, 门 全 是 个 整 数 。 所 以 第 一 、 二 两 步 之 后 ， 所 有 的 流 全 是 个 整数 而 
0 为 整数 。 
今 设 以 前 所 得 的 a 均 为 整数 ， 证 明 再 用 一 次 第 三 、 四 两 步 后 ，a 仍 为 整数 。 由 引 理 5.1 的 
证 明 中 ， 已 经 看 到 在 完成 第 三 、 四 两 步 之 后 ， 或 者 是 | cb [i,j + |f ee Ci, 门 | 的 值 不 变 ， 
或 者 是 它 的 值 改变 了 2a。 所 以 在 每 一 步骤 上 ,不 论 是 第 一 种 货物 还 是 第 二 种 ， 它 的 值 或 孝 不 
变 成 者 改变 a 单位 。 这 类 明 在 使 用 增值 法 的 全 过 程 中 ， 流 始终 为 整数 的 。 
引 理 5.3， 荐 对 一 切 芋 和 了 ，C[i, 放 和 ri、r; 都 是 介 整 数 ， 则 两 种 货物 流 的 增值 靶 必 在 
有 限 步 之 后 停止 〈 若 我 们 的 目的 是 将 55，，+ f 54,， 极 大 化 ， 则 仅 需 要 CCi, 门 为 整数 )。 
证 明 。 因 为 在 第 一 步 之 后 ， 侦 整数 值 f 5，， 在 全 过 程 中 总 是 保持 不 变 的 。 而 引 理 5.2 旺 
示 出 ， 每 重复 一 次 第 二 、 三 和 四 步 之 后 ， 55，， 的 值 就 要 增加 一 个 偶 整 数 。 所 以 在 有 限 步 
本 之后， 或 者 r; 和 ra 实现 了 ， 或 者 了 4 ，+ 439,， 已 达 极 大 值 z，，，i ,于 是 引 理 
得 证 。 
引 理 5.4 ， 对 于 偶 整 数 r;、r: 和 CCi, 门 ， 责 种 赏 物 的 增值 法 且 仅 当下 列 三 个 条 件 (o )、 
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(8) 或 (c) 成 立时 停止 ， 
《a ) ri 和 rz 得 以 实现 
Cb) 54 十 了 82 已 极 大 化 
《ce ) 或 者 r;， 或 者 ra， 或 者 是 r: +rs 不 可 能 实现 。 
证 朋 ， 引 理 5.3 已 经 证 明了 此 方法 重复 有 限 次 之 后 ， 必 停止 在 第 一 、 二 或 三 步 。 若 r: 和 
r: 都 实现 之 后 ， 此 法 显然 在 第 二 步 停止 ， 若 将 f 54，，+ 了 :2 极 大 化 ， 则 在 第 三 步 停 止 + 
车 7 不 能 实现 ， 则 在 第 一 步 停 止 ， 若 r1 十 r: 不 能 实现 ， 则 在 第 三 步 停 止 。 以 下 证 明 在 增值 法 
停止 时 ， 仅 能 处 于 上 述 各 梢 形 ， 即 方法 停止 时 ， (ca) 、《〈5) 或 (c) 成 立 。 
情形 甲 ， 藻 方法 在 第 一 步 之 后 停止 ， 由 极 大 流 极 小 截 定理 得 知 r: 不 能 实现 ， 所 以 《< 》 
成 立 。 
情形 乙 ， 落 方法 在 第 二 步 之 后 停止 ， 则 r: 和 r* 都 已 实现 ， 故 〈a ) 成 立 。 
情形 两 ， 若 方法 在 第 三 步 之 后 停止 ， 则 C,。- ,; 或 C,。- ,中 至 少 有 一 条 《可 行 链 ) 找 不 
到 。 为 确切 计 ， 设 C,,- 1, 不 存在 ， 并 按 下 列 方法 递归 地 定义 一 个 顶点 集 人 ， 
1°， 取 v,,E A。 
2"， 若 wEA， 则 当下 列 条 件 之 一 成 立时 ， 令 wkE A， 
《1)》 了 Ck, 站 是 一 个 从 vs 到 v1 的 正 流 ， 
(2) 了 [8, 门 是 一 个 从 us 到 u 的 正 流 # 
(3》 CC R] 一 FDC 六 有 -IF Lj, >0, 


由 和 的 构造 及 可 行 链 C,,-,, 的 定义 可 知 visE 全 ,从 而 关联 边 族 w(A) = (A, A) 非 空 ,车 
上 全, 门 E[A,A] ， 则 同时 有 下 列 三 个 关系 式 
CE 1 -f= 0 
f i,1I>0 
f Yr, 0 


着 在 一 切 Ci, 门 E[A, 玉 ] 上 得 及 Ci 门 =0, 则 CLA ,A 二 [从 汉 J 又 因 v,, EA. 
isE 直 ,区 了 和 已 级 大 化 。 且 了 3 + 了 全， 也 已 极 大 化 ,或 者 r+ rs 是 不 能 实现 的 。 


倘 着 存在 [i 门 ECLA ,AD, 且 fi, 门 为 从 v1 到 v1 的 正 流 , 则 必然 是 v,,E A,v1,E 全, 否 
则 就 应 有 这 样 的 一 条 这 [1,hJE LA, 人 ,使 1 5h, 门 > 0 ,此 与 0,€ 人 矛盾 。 所 以 我 们 得 知 


A， 1 A ritrsD>CLA, AJ>r ,111 11 这 表明 或 者 ri 十 rs 
不 能 实现 ， 或 者 51， + 了 各， 已 极 大 化 。 - 
司 理 可 证 若 不 存在 可 行 链 C,。- ,, 时 ， 也 有 同样 的 结论 。 
总 之 ， 当 方法 在 第 三 步 之 后 停止 时 ，《8 ) 或 《c》 成 立 。 于 是 引 理 5.4 得 证 。 
在 引 理 5.4 的 证 明 中 ， 同 时 显示 出 应 如 何 确定 可 行 链 对 的 具体 方法 。 由 这 些 引 理 我 们 得 
到 多 种 货物 流 理论 的 中 心 定理 。 
定理 5.4 ， 在 无 向 属 整 数 网 上 
4 ) 需求 量 r: 和 r* 可 以 实现 的 充分 必要 条 件 是 


sg 
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TET (1) 
rT (2) 
itr (3) 
六 》 了 二 了 es 的 极 大 值 为 ,3 1， s+， 


在 这 个 定理 的 a ) 部 分 必要 性 中 ，(1) 及 (2) 式 已 见于 人 性质 5.1， 式 (3) 已 见于 性 
质 5,2。 

由 “两 种 货物 流 的 增值 方法 ?可知 当 (1》、 《2) 及 (3) 三 式 成 立时 ， 在 偶 整 数 网 
上 r1 和 rs 是 可 以 实现 的 。 

在 6》 部 分 ， 由 引 理 5.4 情 形 内 的 证 明 中 已 知 


max{f (Ds + ff HT ey 


定理 中 CLi, 门 对 一 切 Ci, 门 EE 为 偶 的 这 一 条 件 ,对 保证 解 的 整数 人 性、 无 毕 人 性 是 必要 的 。 
这 一 点 已 在 图 5 一 12 中 早 有 说 明 ， 即 当 岗 不 是 偶 整 数 的 时 候 ， 不 能 同时 保证 既 有 整数 解 又 能 
极 大 化 。 然 而 ， 仅 仅 为 了 保持 整数 解 或 仅 赛 求 极 大 化 ， 并 不 要 求 网 为 偶 整 数 。 


第 四 节 ” 共 收 点 的 多 种 货物 流 


在 这 一 节 里 ， 讨 论 有 向 网 上 多 个 发 点 wj， …，bw 但 只 有 单一 收 点 信 , 的 多 种 货物 流 ， 
假设 每 一 个 发 点 只 供应 单一 种 货物 。 今 设 有 非 负 常数 列 a, >a, 沁 … 之 awn， 我 们 主要 讨论 使 


1 
Da ft 

极 大 化 的 方法 。 显 然 这 是 一 个 有 多 种 用 途 的 目标 函数 。 

共 收 点 的 多 种 货物 流 方法 

第 一 步 : 添 设 一 新 的 总 发 点 b,3 

第 二 步 ， 队 1 二 开始， 逐步 添 设 容量 为 无 限 大 的 纪 《3,80) ， 

第 将 所 有 的 流 袖 为 单一 种 货物 ， 用 标号 法 极 大 化 5-t 流 ; 

第 四 步 : 车 i 之 入 ， 以 说 + 1 代 计 返回 到 第 二 步 ， 若 i = 户 则 进入 第 五 步 

第 五 步 ， 将 流 进行 有 效 路 径 的 分 解 ， 荐 路 型 流 用 到 (s,ss)》 弧 ， 贡 指定 此 流 为 第 种 货 
物 。 

定理 5.5 ， 由 共 收 点 的 多 种 货物 流 方 法 所 得 到 的 流 ， 使 目标 函数 


所 
4 
Sar fi 


to 


达到 极 大 值 。 
证 明 ， 定义 


p= Bf, 


。93 。 


; 
G= Da 


Te 


并 用 庆 , 和 C, 分 别 表示 上 列 两 个 和 的 最 大 值 。 在 重复 施行 第 三 步 的 过 程 中 ， 依 有 一 1,2，-， 
NN 的 次 序 使 1 获得 极 大 值 。 所 以 

gi = fs k=2,3,N (1) 
其 中 94， 表示 用 上 列 方法 所 得 的 值 。 当 太一 1 时 


9g 一 了 《2) 


Ee 


以 下 我 们 对 用 归纳 法 来 证 明 上 述 方法 使 Cw 极 大 化 。 对 于 有 一 1， 由 于 


Cr=af 
所 以 为 使 C, 达 极 大 值 ， 仅 需 使 7 81;; 极 大 化 。 于 是 由 式 2》 得 知 ， 由 此 方法 所 得 的 C1 之 信 
确 已 极 大 
C=agh, (8) 
因此 当 上 = 1 时 结论 成 立 。 今 候 设 对 于 请 ， 由 上 列 方法 所 得 的 C, 之 值 为 极 大 ， 
, 
C= Hog (4) 
hs 
往 证 Ci = Da gn 《5) 
Rt 和 人 
由 于 Deg = Bag 十 aas (6) 
将 (4) 及 《1) 式 代 人 《6) 式 右 端 得 
Da gt = + ao 了 as 了 C7) 


为 了 证 明 式 〈5) ， 只 需 证 明 511 不 论 是 大 于 还 是 小 于 按 上 述 方法 所 得 到 的 第 衣 十 1 个 
流 的 值 9 45414; ，Chr1 之 值 都 要 小 于 式 (5) 的 右 端 。 


1 
锁 着 人 13， < 9 81 ， 由 于 归 纺 假设 及 cs 的 非 负 性 得 
Ge Gtanf i < ago, C8) 


锁 着 813, > 89879，， 即 
fot = -Ft+p, Bb>0 (9) 

由 定义 疡 = fri 一 4319, 及 上 式 (9) 得 
f=Cfin— Fn) + (10) 
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但 因 太 ,si: 故 由 式 (10) 得 


7 六 一 有 dy 
作为 一 个 中 间 步 豫 ， 我 们 用 式 〈11》 对 Cs 往 证 成 立 相 应 的 关系 式 
Cs<C-ap (12) 


倘若 有 Cs 之 Cs 一 sp8, 由 式 (11) 知 ， 可 将 f ,增加 Bp。 从 而 至 少 可 以 把 C4 的 值 增加 as8 ( 因 
为 了 <R 时 ,oao。 所 以 Cu 的 新 值 就 应 该 大 于 Cs。 这 个 矛盾 说 明了 式 (12) 是 成 立 的 。 


由 于 Ca =Ct a f f+, ， 
再 由 式 (12) 得 CSCtaonf th, 一 ap 3) 
将 式 (9) 代入 式 (13) 得 
CLC ram Fin -a fea- a) G4) 


将 式 〈7 ) 与 式 〈i4) 对 比 ， 并 注意 ww>> asst， 可 得 


hl 
Cn Da gn {15) 


Te 


由 式 〈8 ) 和 式 〈15) 就 证 明 式 《 5》 在 任何 情况 下 的 正确 性 。 于 是 对 于 一 切 自 然 数 尽 ， 由 
上 列 方法 所 得 之 9854 使 Cr = > esrf 5 极 大 化 


ol 


nN 
Cur= Da ge 
， pn 
例 5.6 ， 考 虑 有 向 网 图 5 一 15 有 三 个 发 点 5,,、v,, 和 v,。， 一 个 共同 收 点 ut。 让 我 们 
来 审查 在 它 上 边 极 大 化 目标 函数 的 方法 。 假 设 用 此 方法 首次 迭代 之 后 ， 河 wy， vs， v4， 
Yo，Vo， 1 路 径 有 一 个 单位 的 流 。 第 二 次 选 代 之 后 沿 b，uo bt Vay vo vs vi 
和 vw,。，vs， ao ye v4; 两 条 路 径 都 有 一 个 单位 的 流 。 最 后 一 次 迭代 后 油 ww。，u。， by 路 
径 送 一 个 单位 的 流 ， 然 后 用 访 的 路 径 分 解 方法 很 容易 辨认 各 条 路 径 上 的 货物 。 需 注意 ， 只 有 
到 最 后 一 步 才能 去 分 辨 各 种 货物 流 。 一 般 来 说 ， 按 一 定 的 闫 序 使 各 个 流 分 别 极 大 化 ， 是 不 能 
使 目标 函数 极 大 化 。 最 后 当 业 些 系 数 &4, = ciy =… 二 ai, 相等 时 ， 这 个 方法 仍 有 效 , 这 只 要 把 
相应 的 货物 视 为 同一 种 即 可 。 一 俊 方 法 完成 之 后 ， 再 用 路 型 的 分 解 方法 来 辨认 各 个 流 。 


图 5 一 15 共 收 点 的 多 种 货物 方法 


关于 极 大 流 问 题 的 证 明 是 多 种 多 样 的 。 由 Elias、 ( 易 拉 斯 ) Feinstein ( 弗 恩 斯 坦 ) 
和 Shannon ( 录 柄 ) 所 给 证 明 ， 不 需要 假设 容量 是 整数 或 有 理 数 。 它 给 出 了 一 个 巧妙 的 方 
法 ， 用 以 支 解 一 个 图 为 几 个 很 简单 的 子 图 ， 对 这 些 子 图 很 容易 看 出 它们 的 解 ， 又 能 很 容易 的 


.ge 


由 这 些 子 图 拼 出 原 图 上 的 解 。 由 Dantzig ( 坦 梯 兹 ) 和 Fulkeison 〈 富 柯 松 ) 所 给 证 明 ， 是 
首先 把 极 大 流 问 题 化 为 线性 规划 的 问题 ， 而 后 引用 线性 规划 的 对 偶 定理 来 解 。 


习 


1。 试 证 性 策 5.1 提示 ， 对 任 一 闻 CV，v,EX， 恒 有 f.,.= 让 XV) -YX 

3。 在 图 5 一 16 中 用 标号 法 使 1,-, 极 大 化 。 求 +.,, 的 信 ， 并 找 一 个 基本 审 集 A&,,, 使 CCA,,) =T,,,。 
5 一 16 中 类 上 的 数字 为 容量 。 

3。 有 张 、 王 、 李 、 赵 四 人 和 7 、7s、 js 
和 7f 4 四 项 工作 ， 张 善于 担任 ji、j :和 7 三 项 
工作 ， 王 能 租 负 7 :和 7 :两 项 ， 李 能 担任 7 和 ji 
两 项 ， 赵 仅 能 作 了 7e。 全 假设 在 同一 时 间 每 人 仅 
龙 作 一 项 工作 ， 问 四 大 同时 各 择 任 一 项 工作 的 所 
有 可 能 方案 。 试 把 此 问题 化 为 极 大 流 问题 。 

4。 试 证 当初 始 流 及 网 均 为 俩 整数 时 ， 用 标 
号 法 产生 个 整数 流 。 

5。 设 G= (YI ) 为 有 疝 1- 图 ， 且 其 上 有 一 个 满足 以 下 条 件 的 流 ， 

(1 ) 在 各 点 上 满足 守重 人 性 方程 ; 

(2) 了 (六 减 1 力 ， 对 一 切 w 和 一 切 wuET (oo 成 立 。 

其 中 1(i, 放 为 一 非 负 整数 。 

《1 )》 用 标号 方法 找 出 极 小 S-# 流 的 逢 地 

《2 》 试 证 


医 5 一 16 极 大 流 、 极 小 帘 


min {fs} =maxtC (ASA)Y, EAI ER 
于 A 


8。 设 G= (VY, 可) 为 一 个 整数 传输 网 ，S = fu， 上 ，T= {os 5 为 顶点 的 两 个 了 
匡 。 我 们 希 刻 判别 在 下 列 条 件 下 T 集 的 整 孝 需求 芷 r1，…? ,能 否 由 S 集 提供 的 整数 供应 靶 0，,*… a 来 满足 ,这 
些 限 市 性 的 条 件 是 。 


Di se, hls2, mgs 

Di Ils2 有 

EE 

FG DSC 对 一 切 (六 成 立 ， 
[2 荐 im 

fo VD -CD 0 若 ises sst。 


- Df tit 


这 就 是 所 亩 的 “运输 问题 ”。 当 6 三 1，ri==1 时， 就 是 所 请 的 “分 配 问题 ” 。 习 是 3 就 是 一 个 分 配 问题 ， 
这 在 管理 科学 上 是 极为 有 用 的 。 
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(1 ) 将 上 列 问题 归结 为 具有 一 对 收 、 发 点 的 网 上 极 大 流 问题 。 
《2 ) 试 证 存在 满足 上 列 条 件 的 流 的 充分 必要 条 件 是 对 于 T 的 每 一 个 子 集 T。、 任 一 割 集 C(A,》 和 S 


的 和 企 一 子 集 S。 益 有 
DS mm 了 scAK 
WE(TNA) waEdsonA) 
7。 在 无 向 网 《图 5 一 1?) 上 ， 在 边 旁 所 注 的 数字 为 它 的 容量 ， 矢 上 所 注 的 数字 为 第 一 种 货 物流 。 用 
两 种 货物 流 的 方法 ， 在 调整 第 一 种 货物 流 之 后 确定 一 个 :， 使 


fID=2 


并 使 f 汪 + 为 最 大 。 


图 5 一 17 两 种 货物 流 的 调整 
8。 试 完成 引 理 5,4 中 不 存在 可 行 链 C,,. ,情形 的 证 明 。 
9。 在 有 向 网 (图 5 一 18) 中 ， 各 弛 上 的 数字 为 容量 ，v,, 为 第 i(i =1,2,3》 种 货物 的 发 点 ，V, 为 一 切 
货物 的 收 点 。 试 确定 一 个 流 使 
Be ft2af stsf ,a 


为 板 大 。 


图 5 一 18 “目标 通才 的 极 大 化 
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第 六 章 ”随机 网 上 的 极 大 流 
第 一 节 引言 


在 上 一 章 所 讨论 的 极 大 流 , 是 在 确定 性 网 上 运行 的 , 即 各 线 和 它们 的 容量 及 流 都 是 一 个 确 
定 的 实体 或 数值 。 然 而 在 很 多 情况 下 ， 不 论 是 设备 本 身 还 是 流 都 不 是 确定 的 ， 即 设备 随 着 时 
抬 的 推移 而 以 某 种 概率 分 布 提供 使 用 ， 流 也 是 按 基 种 概率 分 布 配置 在 网 上 。 若 仍 以 +,,, 表示 
随机 爽 中 9, 与 0 二 顶点 间 的 极 小 8-1 制 集 的 容量 ; rf, 为 由 v, 到 v4 的 需求 量 ， 则 我 们 要 讨论 的 
问题 是 求 以 下 概率 


P{re2re} {6.1) 


或 对 于 临界 概率 水 准 P。， 研 究 下 列 式 子 是 否 或 立 。 
P{ririv}> Po (6.2) 


当 网 本 身 与 流 都 是 随机 的 情况 下 ，T,,: 和 ri 当然 都 是 随机 变数 。 特 别 当 ,和 r,,, 以 概 
率 1 取 人 Ti,, 及 r?,, 时 《〈 且 各 种 分 布 均 为 退化 的 时 候 ) ， 那 么 这 就 是 确定 性 问题 。 四 此 ， 随 
机 隔 上 的 极 大 流 实 为 确定 性 流 的 推广 。 再 者 我 们 在 这 里 提出 的 问题 ， 对 于 ,及 r,,, 之 一 ， 即 
容量 和 流 之 一 为 确定 福 、 另 一 为 随机 性 的 时 候 也 是 存在 的 。 

在 随机 陋 上 另外 的 一 些 问 题 里 ， 最 为 突出 而 重要 的 就 是 排队 问题 。 这 是 由 于 从 v, 到 v, 符 
传输 的 “货物 ”， 需 要 排队 等 竺 “服务 ” 而 造成 的 问题 。 在 uw. 和 u， 间 流量 为 rr 的 货物 在 指 
定 的 时 间 有 了 时 不 可 能 全 部 到 达 目的 地 ， 即 可 使 一 部 分 货物 到 达 目 的 地 ， 而 将 另 一 部 分 存储 在 
网 的 中 间 某 些 顶 点 上 ， 待 空闲 出 足够 的 容量 再 来 完 或 全 部 运输 。 对 于 这 样 的 传输 系统 ， 大 重 
的 问题 是 要 研究 在 图 上 运行 的 货物 所 需要 耗费 的 时 间 长 度 ， 我 们 不 准备 讨论 它们 。 关 于 了 网 上 
的 排队 问题 读者 也 可 以 参考 张 里 千 同 志 译 的 “公用 事业 理论 的 数学 方法 ”一 蔬 。 本 节 所 提出 
的 问题 《6.1》 和 排队 论 问 题 的 关系 ， 可 以 由 下 列 说 明 中 得 到 启示 ， 概 率 P{r,rzzr, 小 就 是 
从 v, 到 v, 运 送 r,,, 单 位 的 货物 无 需 在 中 间 点 上 储存 的 概率 。 


分 析 间 题 的 任何 方法 都 与 随机 流 的 统计 信息 密切 相关 。 这 一 章 将 对 随机 变量 的 统计 性 质 | 


作 几 种 不 合 的 假设 ， 并 在 这 些 前 提 下 ， 对 上 列 的 一 些 问 题 进行 研究 。 所 得 到 的 结果 对 于 有 向 
或 无 向 图 都 岗 样 适用 。 

在 第 二 节 里 将 对 绕 计 的 基本 概念 作 简短 介绍 。 在 第 三 节 里 假设 容量 和 流 的 理论 分 布 都 是 
未 知 的 ， 当 获得 r. 的 一 个 样本 之 后 ,我 们 来 讨论 关于 P{tzr,,Z>r*e} 的 大 小 的 假设 之 检验 问 
题 。 在 第 四 节 里 假设 随机 流 的 概率 分 布 是 已 知 的 ， 我 们 来 研究 P{T,,1 之 r,,:} 的 计算 问题 。 在 
第 五 节 里 假设 随机 流 是 正 态 分 布 的 条 件 下 ， 我 们 来 研究 一 些 特定 的 也 是 常 遇 到 的 情况 。 在 第 
大 节 我 们 使 用 Monte-carlo〈 散 特 - 卡 罗 〉 技 术 来 计算 P{7 ,1 之 7,,s} 的 数值 从 而 知道 它 是 渐 
过 正 态 分 布 的 。 最 后 在 第 七 节 里 我 们 用 绕 计 方法 来 研究 极 大 流 的 正 态 渐 近 性 质 。 在 那里 我 们 
假设 极 大 流 为 浙 过 正 态 分 布 ， 而 后 给 出 假设 的 检定 方法 。 
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第 二 节 ”基本 假设 检定 


一 、 参 数 假设 之 检定 


考虑 由 随机 矢量 下 一 (下 ，… ,下 所 刻画 的 系统 ， 当 系统 的 数学 玫 达 式 为 中 一 ( 达 ，，…， 
了 中 时 ,由 于 环 的 随机 性 ， 政 对 体系 不 可 能 作 精 确 的 预言 。 若 是 卫 的 概率 分 布 为 已 知 , 则 可 以 
对 体系 的 丝 能 作出 定量 的 估计 。 例 如 不: 表示 货车 的 载重 量 ， 刀 :表示 该 列车 的 时 速 ，Ys 家 
示 其 机 车 类 别 : 电力 、 内 燃 或 是 燕 汽 : 契 , 表 示 轨 道 坡度 等 等 ， 则 妃 一 ( 瑟 ， 生 。 古 三 人 
为 一 个 四 维 随机 矢量 ， 并 作为 货车 的 数学 模型 。 倘 若 知道 了 每 一 个 边界 羡 ; 人 =1,2,3,4) 的 
分 布 ， 则 可 以 在 检定 之 前 预言 有 百 分 之 多少 的 列车 速度 在 每 小 时 30~35 公 里 之 间 ， 或 者 一 列 
货车 在 它 全 部 旅行 时 间 中 有 百 分 之 多 少 以 30~35 公 里 的 时 速 前 进 。 对 其 它 边 界 也 有 同样 的 问 
题 。 另 外 ， 当 诸 革 ,的 联合 分 布 为 已 知 时 ， 则 可 对 检定 结果 作 全 面 预 言 。 例 如 当 邓 =(X,， 
芳 :, 革 ，, 基 由 的 分 布 已 知 时 ， 就 可 以 预言 载重 量 为 2700 吨 、 时 速 为 80 公里、 在 8 物 的 坡 道 上 ， 
用 内 燃 机 车 牵引 着 的 货车 ， 最 可 能 的 列 数 是 多 少 〈 这 里 假设 分布 为 离散 的 ) 。 

对 各 边界 化 ,经常 是 不 完全 知道 它 的 分 布 ， 我 们 这 里 假设 人 ,分布 的 类 型 是 已 知 的 ， 但 其 
中 茶 些 参 数 是 未 知 的 ， 所 以 我 们 要 讨论 的 假设 之 检定 是 指 参 歉 估计 而 罕 。 例 如 已 知 子 1 为 一 
维 正 态 N (a,0) 分 布 ， 这 里 就 有 两 个 参数 a 和 ao， 凤 了 ,的 均 信 a 和 标准 差 0 是 待 估 或 待 检定 
的 ， >» 

EXl=a, 
E(X,—a)’:=0? 

为 此 ， 就 要 取 一 个 足够 大 的 、 有 充分 代表 性 的 样本 。 并 求 出 所 需 各 阶 矩 的 估计 量 ， 而 后 
出 作 某 种 指标 的 结论 。 

我 们 要 讨论 的 统计 间 题 可 以 概括 如 下 ， 设 有 随机 矢量 卫 ， 仅 知 其 概率 分 布 为 分 布 族 多 二 
{Ps 9&6 日 } 中 的 一 元 ,其 中 矢 参 量 为 9 二 (91,…,91) & 8@， 于 是 需要 进行 统计 检定 以 便 确 定 6 
的 真 值 。 俩 如 对 于 一 维 正 态 分 布 的 随机 变数 卫 ， 其 概率 密度 为 ， 

2 
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1 
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其 中 801 二 0*，0s 二 4，4 二 (91,9) 为 未 知 参 数 。 对 于 参数 之 假设 检定 将 按 参 数 之 范围 分 为 
简单 假设 或 复杂 假设 两 种 。 

定义 6.1， 车 8 二 8,U 68,,8。, 8, 一 $， 称 9& 日 ,为 假设 忆 , 成 立 , 而 当 9E 日 即 当 0E 
日 ,时 称 为 肌 ; 成 立 。 从 而 当 我 们 要 由 样本 判定 是 

Ho: bcEe 

还 是 Hi: ce 
时 ， 称 此 检定 为 ， 竺 对 其 它 假设 H, 的 H, 检定。 

任何 检定 的 结果 都 依赖 于 如 何 从 母体 X 中 取样 。 令 ,为 随 向 矢量 处 的 第 i 个 观测 结果 
所 对 应 的 随机 矢量 ， 显 然 一 个 良好 的 抽样 方式 应 使 X 与 义 ,,i 二 1,2,…, 记 具有 相同 的 概率 分 
布 。 所 以 我 们 要 求 ，(1) ,处 。,…, 义 与 XX 同 分 布 ，(2) 每 一 个 和 ,要 包含 尽 可 能 多 的 信息 ， 
从 而 要 求 (3) 外 1 ,处 ，，… ,XX 互相 独立 。 

例如 我 们 要 对 有 100 件 的 一 批 产 品 进行 卸 样 检查 ， 倘 若是 不 带 放 回 的 〈 即 受 检 产 品 不 再 
放 回 去 接受 可 能 的 检查 ) ， 虽 每 次 观测 后 母体 各 不 相同 ， 即 允 , ,…, XX 不 为 同和 分 布 。 反 之 ， 
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”着 每 检查 完 一 件 产 品 后 把 它 放 回 ， 与 未 检查 过 的 产品 同等 看 待 ,这 种 方法 称 为 “ 带 放 回 ” 的 。 
”此 时 XXXs，…,X, 为 同一 母体 。 若 每 次 检定 均 与 以 前 各 次 结果 无 次 ， 则 区:，… X* 又 可 进 
”一 步 视 为 互 独立 的 随机 矢量 。 


二 、 两 种 错误 、 评 价 检定 之 准则 


在 抽 得 有 跟 个 樟 本 的 基础 上 ， 我 们 要 对 假设 豆 。 的 真 伪作 出 判决 时 ， 可 能 犯 丽 种 错误 ， 
TI、 弃 真 的 错误 ， 当 瑟 , 确 实 成 立时 ， 即 6E 8。 时 , 我 们 却 抛弃 或 者 说 否定 也。， 即 结 
论 为 9€ 8,。 也 常 把 这 种 错误 岂 作 第 一 种 错误 。 其 概率 叫 作 “ 奔 真 概率 ”: 
P{ 弃 真 }= P{ 第 一 种 错误 } =P{ 抛 奔 Ho Hu 成 立 } 
工 、 纳 倘 的 错误 ， 当 于 ,确实 不 成 立时 ， 即 6 全 :时 ， 我 们 却 接受 了 这 个 假设 Ho， 其 结 
论 为 9E 昌 @。。 也 常 把 这 种 错误 叫 作 第 二 种 的 。 其 概率 串 作 “ 纳 伪 概 率 ”: 
P{ 纳 伪 }=P{ 第 二 种 错误 } = 二 P{ 采 纳 Ho| Ho 不 成 立 } 
一 个 理想 的 检定 似 应 使 以 上 两 种 松 率 全 是 零 ， 但 这 是 不 可 能 的 《除非 随机 变数 是 逮 化 
的 ， 这 时 属于 确定 性 问题 ) 。 一 般 地 说 ， 合 理 的 担 法 是 确定 这 样 一 种 检定 ， 在 保证 一 种 错误 
的 宏 率 不 超过 指定 的 、 足 够 小 的 常数 & 的 情况 下 ， 使 另 一 种 错误 尽 可 能 地 小 。 于 是 对 任意 指 
定 的 a>0， 总 有 这 样 的 检定 使 ， 
P1{ 弈 真 } 志 a (6.3a) 
又 使 P{ 纳 盆 } 极 小 化 。 (6.3b) 


需要 指出 的 是 只 要 求 纳 伪 概率 达 极 小 值 ， 并 不 能 由 此 而 结论 说 minP{ 纳 伪 } 是 个 接近 于 0 的 
数 ， 实 际 上 此 最 小 值 接近 于 1 的 情况 也 是 有 的 。 
假设 检定 理论 的 基本 结果 是 Nayman-pearson( 奈 曼 - 皮 尔 远 ) 引 理 。 这 个 结果 指出 若 8B。 一 
{9o}, 昌 ;= 二 {91} 各 只 有 单一 元 时 ， 满足 (6.3) 式 的 检定 必 存 在 ， 且 由 下 列 公式 可 以 得 到 ， 


着 PP， (2)> KP, (s) (6.40) 
则 抛弃 Ho 
车 Pp,, (< EP, er) (6.45) 


则 肖 定 Hs。 其 中 Pe (z) 是 当 9==94 时 ,由 样本 点 XX 所 得 到 的 随机 变数 的 概率 密度 ;P。，(z》 
是 当 9 一 人 时， 由 样本 点 站 所 得 到 的 随机 变数 六 的 梳 蕴 密度 。 食 由 下 式 决定 具体 解法 
见 例 6.1) ， 

P{ 掀 讲 H， 成立} 一 [Pi, (de=a ae 

PP， (Go0> Rp,, 0) 
这 样 安排 的 科 定 名 作 a 水 平 的 最 大 功效 检定 。 当 我 们 从 6.4c》 中 把 食 定 出 来 之 后 ， 则 
Pos, (zs)=R P,, (2) (6.4d) 
在 此 维 把 空间 确定 一 个 域 忆 。 当 〈6.4d)》 发 生 时 ， 帮 这 匡 。 的 概率 应 取 为 
y= 1P，(z)dz 
pe 


但 若 随机 关 量 大 为 连续 型 时 ， 则 〈6.44) 出 现 的 福 率 为 9 ， 从 而 在 实际 上 可 以 认为 是 
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不 会 出 现 的 情况 。 
例 6.1， 设 大 为 正 态 随机 变数 ， 均 值 为 g 方 差 为 1。 车 假设 五, 为 9= 0 ， 针 对 假设 吾 , 为 
6=1。 设 久 ，,… ,天 ,是 与 忆 有 根 同 概率 分 布 的 独立 随机 变数 ， 且 万 ,ri 一 1,2,…, 大 为 第 了 个 
样本 的 随机 结果 《 即 独立 实验 的 第 i 次 重复 ) 。 令 z; 为 天 ,的 特定 值 ， 瑟 一 (zi myzw)， 
_TI_1 
Po 1- ly 


i 


1 日 
0 


» -0-0 
PW- Tz “ 


按 Neyman-pearson 引 理 ， 具 有 《6.3) 所 列 条 件 的 统计 检定 当 


1 , ， 
1 人 1 - 
ee ee 
11y 2 >& 工 [7 2x 


时 抛弃 束 。。 将 土 式 化 简 得 


二 2 


exp( -去 [ 袜 (zi— Dr} ])> 全 


再 化 简 得 
Ds}etinR 
名 


令 Re- 于 4+Ia 食 ， 则 Neyman-pearson 引 理 从 出 下 列 检定 次 划 ， 


若 
Sai>r® {6.5a) 
则 折 弃 HH。s 
车 Ser (6.56) 
则 肯定 五 。。 由 (6.44d)， 上 式 中 的 KK* 应 由 以 下 方程 定 出 : 
Per)az=a (6.5c》 
2 


其 中 号 为 《zi,…,24) 构成 的 名 维 空间 中 ， 由 

» 

Sri>K* 

11 
所 定义 的 区 域 ，dx =dx,odzxz* "dzs。 由 (6.5c》 求 解 KK* 一 般 是 很 繁杂 的 。 然 而 对 于 互 
独立 同 分 布 的 古 ,，…, 改 * 来 说 ， 这 个 问题 却 十 分 简单 易 行 。 因 为 在 这 种 条 件 下 ， 独 立 和 


Sx 


fol 


也 是 正 态 分 布 的 ， 其 均值 及 方差 分 别 为 0 和 上 ， 因 为 8 一 0， 故 〈6.5c》 左 端 之 积分 可 写 为 
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1 
1 any 
| 7 


从 而 天 * 可 以 从 正 态 变数 表 中 由 方程 


1 nt 
1 “ 人 
中 查 出 。 
假设 之 检定 理论 的 主要 结果 为 Neyman~pearson 引 理 , 当 加 及 旨 , 均 只 含有 一 个 元 素 时 ， 


称 为 简单 假设 之 检定 ， 否 则 称 为 复杂 的 。 我 们 首先 讨论 简单 的 假设 之 检定 。 


第 三 节 容量 分 析 


设 G=(V, 如 ) 为 一 个 (n,m) 图 ， 在 弧 4.(i 一 1,2,…,n) 上 的 容量 为 c1; 了 ,为 4; 上 的 现 有 
流 , 则 弛 u; 上 再 能 附加 的 流 显 然 是 c ,一 /,。 用 Gs* 表 示 与 G 有 同样 结构 而 容量 为 d,=c, 一 的 
网 。 所 以 在 G 了 岗 上 找 w, 与 w 间 的 级 大 流 ， 等 价 于 在 G* 网 上 找 极 大 s-! 流 。 今 把 六 7 
作为 随机 流 已 :下 2… 环 。 在 台风 上 的 具体 实现 ， 则 G* 上 具有 随机 容量 

d=o~fiy di=cs—fu™, dc 一 
为 方便 计 定义 列 矢 量 如 下 ， 
C={cucwy ce}, 已 = 人 7 = 人 dd 

从 而 D=C 一 FF。 


一 、 划 集 矩 阵 的 性 质 、 与 树 的 结合 形式 


我 们 在 定义 2.23 中 介绍 了 图 矩阵 和 最 小 s-t 割 集 矩阵 。 并 在 定理 3.2 中 证 明了 础 空间 和 
余 圈 空间 的 正 交 性 ， 在 定理 3.6 中 证 明了 它们 的 秩 分 别 为 
vy(G)=m—n+p 
1(G) 一 "一 
定理 3.10 指 草图 中 的 每 一 个 弧 , 如 不 属 一 棵 特定 的 树 , 则 必 属于 它 的 余 树 。 在 定理 3.7 中 ， 
给 出 利用 平面 图 的 有 限 轧 道 构造 基本 转 的 方法 。 为 了 对 图 进行 较 荣 人 的 分 析 研 究 ， 并 使 所 水 
及 的 理论 更 为 直观 ， 我 们 首先 给 出 定义 
定义 6.2; 设 G=(V,L) 为 一 个 〈n;m) 连接 图 ，HH=(V ,个 ) 为 GG 的 一 个 延伸 子 树 ， 则 称 
T 了 中 的 线 1IE T 为 竺 , 称 工 中 不 属于 T 的 线 TE 工 -T 为 弦 。 若 GS 有 P 个 分 支 Gi= (Vi,L)i=1,2,… 
P，Hi= (Vi 了 TD 为 G: 的 瑟 体 子 树 。 称 T, UT，U … UT 中 的 线 为 G 的 梳 ，L 中 不 为 枝 的 线 
叫 弦 。 
由 定理 3.3 中 所 述 树 的 特征 及 上 述 有 关 定 理 可 知 如 下 各 性 质 : 
性 质 6.1， 对 于 每 一 条 了 驴 ! 与 树 (或 森林 〉 划 上 的 校 结合 得 唯一 的 一 个 昨 c (D， 若 弦 广 闫 
71, 则 所 得 结合 圈 c (fsc(fa)。 
由 于 G 的 延伸 森林 的 校 数 n= 二 n 一 P 和 驴 数 n,=m 一 n+ 内， 从 而 弦 与 树 瑞 的 所 有 结合 国 构 
成 一 组 图 基 : {c (11),*…,c (1 )} 
性 质 6.2， 在 连接 图 台中 ， 对 于 每 一 个 枝 bpE T, 从 G 的 延伸 树 过 一 (V,T) 中 去 掉 8 之 后 ， 
将 下 断 为 两 个 分 支 Hi 一 (Y 上 TD 及 Ha 一 (Vi TD)， 称 oo 一 (Vi Vi) 是 以 枝 昌 为 标志 的 G 的 
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余 圈 。 易 见 m, 一 CV},V3) 中 除 局 之 外 均 为 弦 , 由 5b, 六 bs 可 以 推 知 (V},, Vi DSS (Vl V3,), 


By 


即 9 s oua， 从 而 梳 与 骇 的 结合 余 图 构成 一 组 余 图 基 ，{oy ,oy，…, ws } 


定义 6.3， 设 H =={V,T} 为 连接 图 G 二 (V, 工 ) 的 延伸 树 ， { 为 G 关 于 五 的 驴 ， 
的 集合 ; {84,6,,.…,b,,} 为 G 关 于 衬 卫 的 校 的 集合 ， 称 下 列 算 降 Bs 为 G 关 于 日 的 基 本 图 逢 
阵 ! St 为 G 的 关于 也 的 基本 余 圈 矩 阵 ， 


hah, 总 ， 
， 
0%m0 bl es 
0 1.%0 baarbzas, |cs 
Bi= ~ ~ 一 (Us By,,) 
: ~ 
0 0%1 by bagmbo, a jos, 
ly hale, 10…0| s, 
la han, 01…01| sa 
S 一 ~、 i NM | Uy 
1 00…1 | su 


注意 UL 表示 #。 阶 的 一 个 单位 方 阵 ，Uis 表 示 nm, 阶 的 单位 方 阵 。 
性 质 6.3， 对 于 轿 空 间 C(G) 的 任意 一 组 畴 矢量 
CI 一 12 


所 构成 的 园 憩 阵 C 一 {c 全 ce 旨 yc 人 .}， 便 有 % 阶 方 阵 D 使 


C=D.B， 
特别 当 C 为 由 图 空 间 C(G) 的 一 组 基底 构成 的 区 矩阵 时 ， 卫 为 非特 蜡 的 。 
由 于 以 核 5 为 标志 的 余 脆 吕 , 都 是 基本 余 轿 ， 也 都 是 基本 割 集 ， 从 而 有 下 烈性 质 。 
性 质 6.4， 对 于 G 的 任意 茧 集 
St=hsm Te bom by i 
所 构成 的 灾 集 矩阵 5= {s,s ，… sf,}， 便 有 ms 阶 方 降 也 使 
S=DS， 
特别 当 S 为 由 mm 个 关联 边 族 所 构成 的 关联 矩阵 时 ，D 为 非特 异 的 。 
性 质 6.5， 由 定理 3.2 可 知 
B'S;= 0 
Sr Bf = 0 
将 图 中 与 ,分离 的 害 集 矩阵 3, -, 的 秩 和 它 的 行 矢量 的 一 组 基 ， 也 可 以 利用 在 图 G 中 志 
择 适 当 的 树 得 到 。 我 们 应 当选 取 这 样 的 糙 ,使 其 中 含有 从 u, 到 ui 的 一 条 最 长 的 链 相 axC，, (一 


般 不 是 崔 一 的 )。 则 以 这 哥 树 中 位 于 maxC,., 上 的 校 为 标志 的 割 集 ， 构 成 5,., 的 行 的 线性 
无 关 的 最 大 子 集 。 从 而 $,-, 的 秩 为 maxC,-, 的 长 度 〈 即 其 上 的 枝 数 ) 。 
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疯 6.2 试 写 由 轿 6 一 工 的 S,-, 割 集 和 矩阵 ， 并 指出 它 的 行 矢 的 一 组 基底 。 

图 中 显示 的 年 axC,-: 有 四 个 枝 〈eryezyesyet) 。 以 此 四 校 为 标志 的 四 个 s-t 割 集 依 次 列 
在 S,-, 的 前 四 行 。 注 意 ， 由 于 n 一 P 一 5 一 1 一 4， 所 以 这 四 个 割 集 世 是 整个 图 G 的 割 集 矩 阵 Se 
的 基底 。 


Ba ea 81 C1 Es Es Es 

LE 

i 

1 

人 1 

1 

， 
3,-,=| 0 和 

0 和 pf 

0 公 

0 图 6 一 1 例 6$.2 用 图 


人 5.1、A$, ,及 A?, ,都 可 表示 为 前 四 行 在 9 {0,1} 上 的 线性 和 ( 见 第 三 章 第 一 节 之 三 )， 
全 3 一 全 证 太 3 +AL. 
As,i=ArtAs. 人 和 
人 


在 S,-, 的 右上 角 用 点 线 所 图 起 来 的 子 阵 ， 是 一 个 四 阶 单 位 矩 降 。 当 及 >5 时 和 ;用 
AAA 及 3, 及 和 :的 线性 结合 表示 式 中 ， 系 数 规 则 如 下 ， 
AS, mshi, ts A toi teht,, 
其 中 so 为 9。-, 的 第 庆 行 、 第 e; 列 之 元 ， 了 一 1:2,3，4。 


二 、 贿 机 流 的 假设 之 检定 


设 殉 G 上 随机 流 的 分 布 是 未 知 的 ， 仅 有 它 的 丸 个 梓 本 。 令 F( 匀 一 {Fi (CR) 7:(E) mv， 
了 。(R)} 为 时 肇庆 在 各 线 站 1，…1 上 的 观测 值 ，& 一 1;2,…，, 六 。 级 然 F(R) 的 分 布 是 未 知 
的 ， 我 们 可 以 假设 它们 是 互 独立 同 分 布 的 。 这 里 独立 性 的 假设 是 要 求 取样 本 的 时 间 洱 隔 足 够 
大 。 而 同 分 布 的 假设 是 由 流 的 平稳 性 来 保证 的 。 由 上 列 记号 ， 可 得 时 刻 玉 时 的 随机 容量 矢 
DG) =C—F(R) = {orcas Co} ~ {fk), falh) ,fk)) 
以 下 来 讨论 从 w. 到 ,的 极 大 流 不 小 于 r 必 的 贩 率 。 
由 极 大 流 极 小 截 定 尿 ， 在 8 时 刻 的 极 大 流 等 于 极 小 芍 的 信 r..,(R)。 由 定义 
Taek) =min{ CAS, 1h)), CCAS,, WI ins Dk)} 


其 中 人 S,-,,D (Ek) 表 示 名 时 刻 各 线 的 容量 由 D (&) 给 出 了 时， 一 切 s-i 割 集 的 容量 所 构成 的 列 
矢 。 我 们 提出 下 列 统计 命题 

检定 假设 Ho P=P{rT,, 2 Po (6.60) 

针对 假设 为 Hi PP, {6.6b) 

置信 水 平 为 = P《 弃 真 }。 

因为 假设 F(1) ,…,F(N) 为 互 独立 同 分 布 的 ， 故 由 此 而 产生 的 观测 篇 re(D，r,(2)， 
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…T,(N) 也 是 于 独立 同 分 布 的 。 在 这 里 假设 H, 及 针对 假设 H, 都 是 复合 的 。 我 们 的 上 月 的 首 
先是 引入 新 的 简单 假设 和 1 及 简单 针对 假设 Hf， 使 与 芋 , 和 也 ;强烈 相关 。 而 后 我 们 对 于 Hf 及 
Hf 设计 一 个 最 大 功效 检定 。 此 检定 的 设计 应 能 原封 不 动 地 转 回 对 ,及 ,的 判断 。 
Te《k) 的 分 布 范 围 为 正 半 实 轴 ， 定 义 了 , (xX) 与 D.(x) 如 下 ， 
PO dx~P {rT (hk) Cr+ dxrr,, Pr, } 
Pdx=P{rEr, (Rk) Cr+ dr r,s} 
于 是 z 和 rr (A)<z+ dx 的 梳 率 可 以 用 条 件 概率 分 布 来 表示 : 
P{r 人 er (Rrt dx}=p, 0 Pdx+ Dp. (x) (i— pdx (6.7) 
利用 这 些 条 件 密度 P. (x) 和 了.(x) 以 及 样本 值 的 独立 福 ， 可 以 得 到 满足 条 件 
To) To rT To nw,) 
的 极 大 流 [ 作 为 多 维 点 ，T,,,(1) ,…,T,,, (入 )] 的 联合 分 布 密度 : 
PHN PN pr, (i) PCT, (wa))] 
"PC[Tor(71)] Pst ww)} (6.8) 
以 下 讨论 将 复杂 假设 换 为 简单 假设 Hf 及 Hf 的 方法 。 我 们 用 Hi，P = Po。 替代 假设 昌 ,， 
F 用 任意 固定 的 针对 假设 Hf， 了 =p。 设 +,,, 在 假设 HH 之 下 的 密度 记 为 《P,,P,,P.), 在 
假设 Hf 之 下 的 密度 记 为 《P1, 了 ，,,P-)。 此 处 要 求 参数 1 为 小 于 了。 的 正 的 概率 。 在 这 些 条 件 
之 下 ， 需 检定 的 统计 假设 
Hs: rz, 的 密度 为 (Po,P,,P.)》、 
针对 假设 fr 的 密度 为 〈P PP-)》 
这 样 就 可 以 利用 Neyman-pearson 针 对 简单 假设 的 简单 假设 检定 方法 。 
护照 Neyman-pearson 引 理 ， 我 们 作 比 值 ， 
Dodd 一 Ny 
(人 ) 


于 是 针对 Hi 的 a 水 平 的 、H$ 的 最 大 功效 检定 是 这 样 的 ， 


若 . (如 ) ". 了 ”> 全 (6.9) 
则 独 弃 假设 互 名 wn 人 

车 (3 1 -( 王 2) “一 天 (6.10) 
则 以 概率 ?7 独 蛮 银 设 H 人 ， 

车 ( 且 i.( 和 ) < 6.11) 


则 接受 假 设 H4 、 其 中 念 和 ?这 两 个 常数 由 下 式 确定 


of) 


， 4) "+ =-R}=a 
1—po {6.12) 


此 处 的 概率 P 是 当 p = 了 ,时 的 测度 ，a 是 第 一 种 错误 即 弈 真 的 指定 概率 。NN ,为 个 观测 
年 中 5.,,<<r. 的 个 数 ， 才 为 一 随机 变数 。 
须知 上 列 检定 也 可 以 用 另外 的 形式 来 表示 ， 我 们 在 式 《6.9) 申 取 对 数 则 有 。 


WN IP +t [In( 4EE)] wv, > 全 


化 简 得 Ns 各 tu) >nR + Nia( 人 )=K 


由 于 ppl， 从 而 上 式 左 端 W ,的 系数 为 正 ， 故 


Kr’ 
N> bo TD 
(B+) 
故 得 检定 的 等 价 形式 : 
若 Ni>K* 《6.13)》 
则 碧 弃 假设 Hs， 
车 N=K* (6.14) 
则 依 概率 ? 浙 弃 Hf 
车 N<K* (6.15) 
则 接受 天 $6， 其 中 KK* 与 ?由 下 式 决定 
P{N>K*}+7P{NI=K*}=a (6.16) 


此 处 之 概率 为 假设 P= 二 了 ,时 的 测度 。 

为 了 由 《6.16) 在 假设 P= 了 ,成 立时 确定 出 K* 和 7Y， 只 人 须 注意 1 是 具有 参数 1 一 P。 和 
应 的 二 项 分 布 ， 并 不 依 问 二 了 的 真 值 。 故 KK* 和 ?由 二 项 分 布 表 中 就 可 以 得 到 。 

定义 6.4。 若 检定 的 安排 对 复合 针对 假设 的 一 切 值 而 言 ， 能 使 纳 伪 《 即 第 二 种 错误 ) 的、 
概率 达到 极 小 ， 则 称 此 检定 为 一 致 最 大 功效 检定 。 

由 于 检定 式 〈6.13) 人 (6.15) 与 针对 假设 季 { 无关, 故 它 不 仅 是 对 于 P= 了 Po 和 P=P1<P。 
的 最 大 功效 检定 ， 而 且 也 是 对 于 针对 < p。 的 假设 P= po 的 一 臻 最 大 功效 检定 。 

今 翁 设 参数 了 的 三 值 D 一 了 ,>P。， 第 一 各 错误 的 概率 仍 要 小 于 c。 因 为 检定 的 此 种 错误 
是 2 的 减 函数 ， 而 且 在 原来 的 假设 Ho，? 之 p 之 下 ， 此 函数 在 P。 取 极 大 值 。 这 是 检定 假设 
HH。， 了 之 Po( 针 对 假设 瑞 ,， 了 之 P。) 为 一 致 最 大 功效 的 一 个 充分 条 件 。 

于 是 我 们 得 到 了 检定 假设 “在 网 中 可 以 得 到 至 少 r,, 单 位 的 流 的 概率 不 小 于 ps” 的 统计 
检定 ， 

这 个 检定 从 实际 背景 上 说 是 很 自然 的 。 它 要 求 在 绕 计 样 本 中 核查 流 小 于 +,,: 的 次 数 ， 车 
此 数 “ 过 大 ”, 则 显示 了 Be 不 是 客观 概率 的 真实 估计 量 。 所 谓 “ 过 大 ”一 词 ， 由 检定 的 性 质 可 以 
确切 规定 N ,之 K*) 。 此 检定 很 简单 而 便于 应 用 ， 它 在 纳 久 概率 为 极 小 的 意义 下 此 检定 是 
最 佳 的 。 为 了 说 明 检 定 的 应 用 给 出 例 6.3。 

例 6.3， 设 G 为 一 个 网 ， 它 的 容量 是 常数 ， 而 各 线 上 的 流 是 随机 的 。 我 们 要 确定 在 顶点 
v4 与 四 间 的 单位 流 是 否 能 有 80% 到 这。 车 容 量 为 整数 ， 就 要 找 出 至 少 有 一 条 未 饱和 的 s-t 路 
的 概率 。 假 设 线 上 随机 流 的 概率 分 布 是 未 知 的 或 仅 有 过 去 的 流 的 记录 可 用 ,那么 可 以 用 统计 
方法 检定 P{7T,,, 沁 1} 之 0.8 是 否 成 立 。 局 若 在 决定 中 发 生 了 弈 真 的 错误 《 即 概率 本 来 是 够 大 
的 ， 但 判断 它 是 小 的 ) ， 那 么 就 要 对 系统 作 大 规模 修改 。 反 之 ， 储 若 在 决定 中 发 生 了 纳 伪 的 
错误 ， 则 对 体系 不 作 任何 改动 。 从 这 一 角度 着 ， 必 须 控制 弃 真 错误 的 概率 ， 故 检定 应 该 是 ， 
在 ec 水平 上 ， 设 a=0.1， 针 对 假设 

Hs P<0.8 
检定 假设 
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Hs P=P{r,,>1}2>0.8 
于 是 最 好 的 检定 是 由 式 (6.13) ~(6.15) 给 出 的 ， 因 此 需要 找 出 K* 和 。 
令 如 ,一 天 十 五 。 二 十 大 四 


0 车 Ti, (站 之 1， 
xX -| 1 着 re(D<l 


其 中 


显然 ， 对 于 每 一 个 i: ， 了 P{ 人 ,一 中 一 PP{ 天 ,一 二 =1 一 2p， 所 以 放 , 是 以 1 2 和 六 为 参 
数 的 二 项 分 布 变 元 。 故 
PIN>K*}= CRYG 一 Popwn 
[PE 
PN 一 天 时 一 CR (1 — Pp) pr-«* 
我 们 还 需要 找 出 满足 下 列 条 件 的 K* 和 YP， 
当 P 一 0.8 时 
= CF (~ Pprst YCR# (I— pI pK.1 


MK 


为 解 此 方程 ， 须 标 出 样本 的 大 小 入 。 设 入 二 25， 利 用 普 阿 松 浙 近 二 项 分 布 可 解 最 后 这 个 
方程 。 


P{Ni=h}= T2501 08) -010.8) a 人 es 
由 普 阿 松 变 数 的 标准 表 ， 可 得 
P{N.27}=0.14 


P{N .2>8}=0.07 
所 以 K*=7。 再 解 下 列 方程 ， 可 以 得 到 ?的 值 ， 


0.07+7P{N, =7}=0.1 


一 致 最 大 功效 检定 为 ， 

抛弃 了 H。， 如 果 N ;>73 

如 果 六 ,=7 势 弃 开 的 概率 为 0.43 

接受 HH。， 如 果 NN <<7。 

应 当 描 出， 虽然 使 第 二 种 错误 出 现 的 枝 率 为 极 小 ， 然 而 这 个 概率 可 能 仍然 是 大 的 。 此 概 
率 的 大 小 ， 为 样本 大 小 W 和 参数 的 真 值 p 两 个 变 元 的 函数 ， 它 是 当 丈 增 大 生变 小 时 而 减 

- 小 。 荐 发 生 第 二 种 错误 的 代价 ， 比 发 生 第 一 种 错误 时 小 ， 则 应 作出 对 偶 统计 检定 问题 

针对 


由 于 P{N 1=7}=P{N ,之 7?} -P{N ,之 8}=0.07， 从 而 得 ?一 0.43。 寺 是 ，0.1 水 平 的 


H,, p>p, 
检定 Ho PR 
对 偶 问 题解 的 细则 与 所 讨论 的 检定 类 似 。 
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第 四 节 ”任意 分 布 的 极 大 流 的 概率 计算 


一 、 葡 机 网 上 的 计算 疝 题 


设 G 为 一 个 《mn， 声 ) 图 ， 与 以 前 一 样 ， 设 在 每 一 线 1!; 上 有 一 个 随机 流 忆 ,。 并 设 下 ， 
为 一 个 非 负 连续 随机 变数 ， 它 的 概率 密度 P# 《7 是 未 知 的 。 于 是 


PiP ps} -1-{ 7? dy C6.17) 
在 G 的 每 一 线 上 随机 容量 d ,=c ,一 玉 ,， 设 d :的 概率 密度 函数 是 P,《z,)。 已 知 P# 了 时， 可 以 
由 下 列 方程 计算 出 p(x): 


Pim) PY (err), i=1,2,", (6.18) 
于 是 ， 在 线 1, 上 能 够 再 有 ,单位 的 流 的 概率 为 ” 
PtdizzJ=1 作 mo dy= fs way ¢6.19) 


现在 我 们 给 出 一 个 方法 ， 用 它 来 求 网 G 中 由 vs 到 v1 可 以 到 达 的 流 满足 条 件 7 ,4 之 7,,1 的 概 
率 。 这 个 方法 并 不 是 作为 实际 计算 的 技巧 而 提出 来 的 ， 它 的 意义 仅 在 于 指出 概率 的 精确 值 在 
计算 时 的 困难 所 在 。 

由 极 大 流 极 小 埠 定 理 ， 信 为 r, 的 流 在 网 中 可 达 的 充分 必要 条 件 是 

min{c(A ND} rs, 6.20) 

此 处 c 《A$,:) 为 割 集 A$, ,的 容量 之 入。 由 于 容量 的 信 是 随机 变数 ， 故 c (A?,1) 与 
main{fc(A 人, 1)} 都 是 随机 变数 。 我 们 的 向 题 是 计算 

Ptminfe (A?, ) Pr =P{c(A! Pr A) Pr ,ALPr 

(6.21) 

为 了 求 此 概率 ， 就 需要 知道 随机 变数 mintc (A 5,,)} 的 概率 密度 。 这 就 是 主要 困难 所 在 ， 


我 们 用 下 列 方法 来 解决 这 个 密度 问题 。 


二 、 岩 机 制 集 矢 的 联合 分 布 
设 p(ai,as…oq) 是 变 元 c(AE ,ce(AS. De(A3 ,的 联合 概率 密度 ， 即 


plai,g2as", Go) dardas"da 
=P{aSc(Al) Catdar gc(Al) Coat da 0 Sc (A) Tat da 
(6.22) 


为 来 minte (AS.)} 的 密度 ,我 们 首先 计算 PCol ,ai… ye。 设 A 一 (AS e(ASo) ， 
.6 (A5.)} 为 随机 制 集 《 列 》 矢 ，2 一 {qs aa，od} 为 A 的 一 个 特定 值 。 令 了 = 人 dl,aa， 
.du 为 随 视 窜 量 关 ， 罕 = 《DT 个， 人) 为 D 的 一 个 特定 信 。 当 已 知 容量 列 矢 写 时 ,我 
们 可 以 按 下 列 公 式 计算 市 集 秋 a。 《或 A) ， 

a 一 Si (或 A 一 5,.,D) 
其 中 S。 ,=[aim] 是 g xm 的 s 一 1 灾 集 兴隆 。 为 了 求 出 A 的 概率 密谋 ， 必 须 先 求 随机 矢量 D 的 
特征 函数 。 设 卫 的 联合 横 率 密度 为 PC ,2 GD) , 令 a 一 {asas sa sd 让 一 4d 站 
4 人. 则 D 之 特征 函数 末 (a as， yao) 为 : 
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用 ase = rp VT 
= E {exp(/ -Ta’D))}* 
=H(a’) (6.23) 
倘若 中 ,ds，…,d 为 下 独立 的 随机 变数 ， 而 有 
pd, ds do) =P GD ps (DR ) ee p(T) 
所 以 在 上 列 假 设 之 下 ， 双 计算 上 的 困难 由 于 下 列表 达 式 击 得 以 简化 ; 
Hlad)=Hla ar,an) = [I Biexp (V 一 Tc) (6.34) 


用 多 (8 ) 来 表示 随机 矢 A 的 特征 函数 ,其 中 6 一 {6， ,pmp 有 一 (pep 
则 
VAY)= Efexp (V -1 Pp’A)}= Bi{ezp (VI P'S,.,D)} 


ooo _ ~ ~ ~ 
-| exp{ (V ~ p'sS,, D}pldisds,emd) dD (6.25) 
。 


比较 上 式 与 6.28 中 的 H (人 ) 的 积分 表达 式 ， 可 知 煞 (人) 由 下 式 计算 
Vp)= HP'S,.,) (6.26) 


当 已 经 知道 入 的 特征 函数 之 后 ， 由 特征 函 


数 到 分 布 函 数 的 逆转 公式 ， 就 可 以 得 到 入 的 概 v 
率 密 度 P(a’)。 现 在 讨论 一 个 简单 的 例子 。 e@, g 
例 6.4， 由 图 6 一 2， 设 边 e1， es,es,6。 和 
ee 的 容量 是 互 独立 同 分 布 随机 变 数 ， 共 同 分 等 伏 
布 为 实 直 线 上 的 闭 区 间 [0 ，csJ 上 的 均匀 分 > 
名 
布 ， 
~ 亿 
p(T)= f° 若 0 SSdSc， : 
‘ 0 否则 。 图 6 一 2 十 6.4 用 多 时 
对 于 cu=1， 随 机 变数 qgy 的 特征 函数 为 
SterpY -7 od exp IT ord dp) ad, = 一 - 
[exp( -YT a) ~1] 
、 f=1,2,.%,5 


所 以 了 的 特征 函数 为 


5 
1 PE 
Hea ea) Te aa 了 ce a)~11 
-1 


为 了 求 荐 集 的 特征 函数 ， 我 们 须 首先 找 s 一 1 割 集 炬 阵 5,.,。 因 为 图 G 很 小 ， 容 易 看 出 与 
e+ 相 对 应 的 列 ， 


* 注意 "= (cl 》= {quoan} ', 即 "1” 为 转 置 符 。 
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6 C2 C3 CO C8 
|! 100 0 
s. .2190 110 
:i10011 
ol1 101 
由 式 (6.26) 令 a’=B'S,-,， 即 z=S',-,*B 或 
al i11010. 8, [Btps | 
ca | 1 0 1| 8 | IPi+p, 
ol=|0 10 1| Bp, |=p8+8。 
ca 0110|.p,| 16+p。 
aj lo 0 131 \ps+8, 
于 是 割 集 的 特征 尔 数 为 
(88 一 1 


BF PIB TEI Ot BT IT 
* Lexp(V -1 (p1+P3) -1 
Cexp(W 1 (B14+B)) -1)'Cexpt ~1 (8 上 有 D) 一切 
“exp(W TI {Bs +8s)) -1Itexp(V ~ (bath)) -1 
现在 已 经 求 出 了 (6')， 从 原则 上 说 市 集 的 密度 函数 也 为 已 知 了 。 这 是 因为 特征 苞 数 与 分 
布 孟 数 或 密度 订 数 是 1-1 对 应 的 。 例 如 p (a1,44,4s,04)》 可 由 下 式 给 出 


plai,as,03,04) = 二 六 [2 pb, Wi si 六 2， ad db 


故 P{r, ,之 r, ,小 的 表达 式 为 ， 


pte}= | f f pa. 


Five For fevt Taoe 


现在 我 们 回 到 原来 的 问题 上 ， 妓 计算 PfminCe CAs.)]>ro}。 因 为 Pr 之 修一 
Pe (ADZProosc(A3DErooc(A3D)fo, 故 可 通过 计算 下 列 积分 的 方法 来 求 


panen mad tbr) ~ je Yexp( ~ TB' a dBidpsdp, 


(6.27) 


Pitre,}= f f 0 jf plai,as,ay) daldas do (6.28) 

To fos To 
以 上 二 式 对 于 我 们 的 目的 来 说 仍 不 够 理想 。 虽 然 [c (A1,1) ,…,c (A5,,)] 的 特征 函数 是 
完全 确定 了 的 ， 击 且 由 它 可 以 唯一 地 确定 窗 度 敬 数 ， 但 相应 的 密度 防 数 可 能 是 退化 的 。 例 
如 ， 若 z1 和 zz 是 两 个 随机 变数 且 zx2 三 C2?1,c 志 09 ,为 一 常数 。 若 z: 关 czl, 则 PCztzi) 一 0， 
著 zs 二 cx1， 则 P(x1,7x) 二 了 (rz,)。 换 言 之 ,概率 分 布 密度 的 全 部 “质量 ”集中 在 (Xi,7》 
平面 的 直线 xz, 一 cx 上。 在 一般 情况 下 ， 若 %1,… ,xs 为 所 论 随机 变数 ， 则 它们 联合 分 布 的 
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特征 函数 在 确定 一 个 退化 或 奇异 分 布 的 充分 必要 条 件 是 ,zz，…， zo 以 概率 1 线性 相关 。 
为 了 说 明 割 集 矢 的 特征 函数 可 能 产生 奇异 分 布 ， 证 我 们 来 看 下 列 例子 。 
例 6.5， 在 图 6 一 3 G 的 关于 uw, 和 ,的 市 集 矩阵 为 ， 


B1 B2 E88 B41 C5 C0 Er 
[i 100000 
:1001100 
i0 11000 1; 
SS.,= | 1000111 
01110 10 
loo011101 
loo10110 
割 集 A5,, 的 值 可 以 表示 为 图 6 一 3 全 6.5 用 路 
clAs mdstditdstdr=(di tdi+d)+(d,+dstd;)- (d+d,) 
或 CASN) cA) +e(As) eAl) 


由 于 S,., 中 第 6 行为 前 三 行 在 一 般 实 数 域 上 的 线性 结合 。 于 是 车 业 一 ce (A:,,) 为 其 余 害 
集 值 的 线性 结合 ， 则 S$,-, 中 相应 的 行 也 有 线性 关系 。 即 若 A 为 退化 的 概率 分布 时 ，S,., 不 能 
是 满 秩 的 ， 反 之 亦 然 。 

设 5,-, 的 秩 在 实数 域 上 》 为 9'， 车 9'<4 时 ,为 了 找 出 c CA3,), ce(A?,) ,ec (A 
的 特征 函数 ， 可 以 转 而 找 c (A 11,) ,sc (A ,14) 的 特征 函数 。 此 处 {c (AD ,ec (A 21)} 
为 c(A4D ,sc 《A 3.1) 中 线性 独立 的 最 大 子 集 。 于 是 


eA Bene (Ai,) 
此 处 #41 是 对 S,., 进 行 Gauss (高 斯 ) 简 化 所 得 常数 。c (A 1),…，c (A!*4) 的 特征 函 
数 只 要 对 上 列 方法 进行 修改 即 可 得 到 。 .我们 首先 找 出 c (A ;,,) 中 线性 独立 的 最 大 子 集 ( 见 例 
6.2)， 即 S,-, 中 最 大 的 独立 行 的 集合 。 用 这 些 行 构成 基本 s 一 1 割 集 粉 阵 5 -于 是 用 SS RK 
代替 前 面 的 $, ,之 后 得 
Pepr,} = fo ft Ga sd, Jda, dar da, (6.29) 
1 a 1 1 时 
此 处 中 是 由 下 列 不 等 式 所 定义 的 积分 域 ， 


94 ro =1,2,."" ,9 
or \ {6.30) 
DE, Pr =1,21e 9 ji hg | 
er 

须 推出 图 G 且 条 线 ，9 个 s ~1 割 集 ， 只 要 市 集 数 比 图 的 14(G) =n 一 p 多 ， 则 S,-, 不 
可 能 是 满 秩 的 。 对 于 绝 大 多 数 的 图 G，9 交 n 一 P， 所 以 我 们 要 用 5 ,…-, 代 痊 $,-, ， 并 以 低 重 
积分 〈6.29) 取代 高 重 积分 〈6.28) 。 显 然 由 于 假设 的 普 记 住 过 于 广泛 ， 这 限制 了 简化 计算 
的 可 能 性 。 在 以 下 各 节 中 ， 只 讨论 一 些 满足 更 多 条 件 的 网 。 比 如 我 们 对 于 流 的 分 布 将 作 更 多 
的 假设 ， 使 我 们 能 够 找到 计算 P{r,.:Z2r,, 小 的 切实 可 行 的 技巧 。 
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第 五 节 正 态 分 布 时 的 容量 分 析 


一 、 正 态 分 布 很 设 的 意义 


车 线 容量 矢 的 概率 分 布 是 已 知 的， 虽然 可 以 表示 完整 的 解 ， 但 要 完成 必要 的 计算 ， 工 作 
量 仍 是 洁 大 的 。 所 以 要 研究 简化 计算 的 条 件 。 

在 随机 领域 里 最 一 般 性 的 假设 之 一 ， 是 正 态 性 或 说 是 高 斯 《Gauss) 假设 。 实 际 观测 
结果 或 中 心 极限 定理 都 支持 了 这 种 假设 。 在 我 们 所 讨论 的 问题 中 ， 这 样 的 正 态 性 假设 是 可 以 
由 下 列 背 景 来 验证 的 ，《〈 1 )》 在 包括 会 话 网 在 内 的 很 多 系统 中 ， 线 上 的 流 经 查 明 是 下 而 松 分 
布 的 ， 它 可 以 由 正 态 分 布 来 密切 逼近 〈2 ) 线 上 的 流 实 际 上 是 大 量 独 立 随机 变数 之 和 ， 这 
是 因为 各 线 上 的 流 是 由 许多 支 源 汇集 而 成 。 这 些 独 立 变数 可 以 认为 只 取 0 和 1 两 个 值 。 可 以 
证 明 随机 变数 的 标准 化 和 的 极限 分 布 是 正 态 的 ， 记 以 当 大 量 的 用 户 来 到 同一 条 线 时 ， 流 的 分 
布 就 是 渐 近 正 态 的。 

今 讨论 正 态 分 布 。 设 ,为 以 A 为 均值 ，03 为 方差 的 正 态 随机 变数 。 则 附加 济 x 可 以 通 
过 六 的 概率 为 


Plo -Pr)=1- [3 exp(~ 3 yore EA 加 
% 


访 F, 实 际 上 一 定 在 区 闻 [ 0 ，c 沁 内 变化 的 事实 ， 就 去 求 F, 的 均值 和 方差 应 满足 这样 的 
条 件 ， 蕉 去 的 尾 可 以 忽 申 不 计 。 


即 
1 (8 一 4 
[2 exp[ -二 5 一]dywa (6.31D 


倘若 上 烈 方程 不 成 立 ， 则 需 按 截 屁 分 布 来 处 理 问 题 。 织 或 对 线路 的 需求 是 正 态 分布 的 ， 
然而 线 上 的 让 的 真实 分 布 可 以 不 是 正 态 的 。 例 如 众多 的 人 都 企图 使 用 一 条 容量 很 小 的 线路 
时 ， 就 是 这 种 情况 ， 这 时 的 流 F, 搂 近 于 线 的 容量 。 

方程 (6.31) 要 求 网 G 中 每 一 线 1, 上 有 足够 大 的 容量 ce,， 以 寓 使 按 纳 线 上 的 许 的 概率 足 
够 大 。 若 此 方程 对 某 些 线 不 成 立 ， 则 不 应 企图 有 附加 的 流 理 经 由 这 些 线 。 故 我 们 可 以 假设 在 
G 中 所 有 的 线 上 方程 《6;31》 都 成 立 。 此 假设 也 同时 指出 了 排队 问题 与 我 们 所 村 考虑 的 间 题 
之 间 的 差别 。 在 排队 问题 中 ， 若 遇 到 已 物 和 的 线 则 必须 等 待 它 焦 复 到 可 用 状态 。 对 于 各 线 满 
足 方程 (6.31) 的 图 来 说 ， 有 音义 的 参数 是 极 时 流 和 到 达 一 个 已 知 旋 的 入 率 ， 即 P{r,> 
r,} 是 图 能 够 在 顶点 u, 与 ui 之 间接 纳 附加 济 容量 的 指标 。 


二 、 多 维 正 态 分 布 的 计算 方法 


为 了 充分 表达 模型 的 概率 结构 ,必须 查 明 玉 , , 玉 :,…, 玉 ,之 间 害 在 的 关系 。 在 这 方面 ,我 

们 假设 多 维 随机 舌 F 一 { 已 ，，…，, 环 小 的 联合 分 布 可 以 由 六 维 非 退化 正 态 分 布 这 近 。 详 言 之 ， 

随机 矢量 x 一 { 瑟 ; ,着 。,… 基 小 为 多 维 非 晃 化 正 态 分 布 困 (li 了) ,其 均值 矢 为 he ,Hs 
Ke mx 阶 方 阵 一 一 协 方差 矩阵 为 卫 =[c,)]， 系 指 

=E{X,} f=1,2,.,m. (6.32) 

os=E{(X—H) KAD f=1,2,.%,m f=1,2,.",m. (6.33) 
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(全 人) 的 概率 密度 为 
1 


PTsTas Tn) -A 


ep [DE] (0.30 
其 中 det 3 为 方 阵 瑟 的 行列 式 且 det 2X 0 ， 驴 -1! 为 的 逆 降 ， 可 以 证 明 满足 (6.33) 的 箱 除 
交 为 半 正 定 的 。 另 外 ， 除 去 诸 关 ,以 概率 1 线性 相关 的 情况 之 外 ， 短 降 卫 为 正定 的 。 所 以 ， 候 
设 F 为 非 退 化 正 态 分 布 ， 与 下 列 假设 是 一 样 的 ，。 任 一 线 《 驯 或 边 ) 上 的 随机 济 都 不 能 表示 为 
其 它 线 上 流 的 线性 结合 。 但 我 们 党 遇 到 相反 情况 。 事 实 上 ， 我 们 回顾 第 四 节 所 讨论 的 一 般 分 
析 方 法 ， 割 集 变 元 常常 是 退化 分 布 的 ， 这 里 所 过 到 的 情况 也 是 与 此 类 似 的 。 
和 的 概率 密度 是 


POV=p fifa fn) mT -] 


因为 D =c 一 F 故 矢 D 的 分 布 为 六 (ce 一 ,2， 如 同 第 四 节 一 样 ,我 们 需要 求 Ptz，ez>rr， 
由 航 大 流 极 小 截 定理 ，*。, 为 可 达 的 充分 必要 条 件 是 
minfe (AlN) ,mc (AT) Tr,, 《6.35? 
显然 Pi{rir.} =P{e (MAL) Pr (AY Pr ,CAL ) Fr,,} 
故 仍 需 计算 和 ={c (A101) uc( 太 3 的 联合 分 布 。 随 机 矢 A 和 D 经 s ~1 割 集 条 阵 而 发 生 下 
列 关 系 ($,- ,二 [6907): 
A=5._,D ‘ (6.36) 


于 是 ， 和 由 D 经 线性 变换 可 得 。 正 态 随机 变数 的 线性 变换 本 身 也 是 正 态 的 。 义 因 卫 的 分 布 为 
N(c ~ 上 , 马 ， 放 A 的 分 布 为 NLSs-1(c 一 上 ,5S.-125;-1J]。 这 只 要 查 姓 一 下 D 的 特征 函数 
日 (a1,… ,am) 我们 就 可 以 知道 这 一 事实 的 正确 性 ， 因 为 


Ha =Hlarm od Blerp (VET sad} oxp (VTT Ge 内 'a 


-20) 《6.37) 
设 罗 (B, ,有 是 A 的 特征 函数 
WA) =WA, htere TY SpeA4)))} (6.38) 
由 于 
Bee- Sh. Sos, | (6.39) 
由 此 推出 | 


WB BOTerp( VT [Se 一 内] 和 一 8" ,28 -8) 8.40) 


二 训 是 依 NCS，itc- DD), S. ,281.1] 分 布 的 随机 变数 的 特征 函数 。 

. 荐 S.; 在 实数 域 上 的 秩 为 9&'<<9,. 则 方 着 - 协 方差 矩阵 必 是 退化 的 。 这 表示 有 的 割 集 可 以 
用 其 它 宁 集 的 线性 结合 表示 。 若 ?<9， 则 [S;-,3S4 -了 : 不 存在 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 
以 重新 安排 A4,, 的 次 序 ， 使 C (A4,,) ,… ec (A571) 间 无 线性 关系 。 存 在 常数 和 ,a sh， 二 1， 
2 和 3 外 二 1,2,…9 一 9! 使 (网 例 6.2) 。 . i 
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1 


， 
(人 D) = Dé tn elA?) (6.41) 


hl 


设 S,,-。 是 9 x mm 阶 的 、 由 相应 于 A!.,,A3.,,… ,AY’, 的 行 所 构成 的 矩阵 注意 这 里 诸 
1, 区 编 号 是 在 上 边 重新 排 过 的 序号 。 于 是 


cA4) | 
: =S，- D (6.42) 


clAt)) 
所 以 最 大 流 译 少 是 rw 的 概率 ， 可 写 为 


Peer = 1 * ezp[ -去 (x-Sor (一 RD 


1 

21)" 1/ eS sr S57 
fF fF 

CS 3 St) Gm Ss Vet Jdz (6.431 


此 处 四 由 式 〈6.30》 定义 。 ， 
为 了 计算 Pfr,.2>pree}， 则 必须 计算 多 维 正 态 分 布 的 概率 积分 。 我 们 将 其 主要 步骤 略 述 
如 下 。 
若 D 之 分 布 为 Ne 一 ,5)，, 则 其 相关 和 抵 陈 为 m x m 阶 的 ， 记 
六 (了 D)= {Pp3,) 


ii 


其 中 PP , [2Z=(0,)) (6.44) 


V Gro 


显然 ?it 二 1 对 一 切 成立 ,在 给 四 全 之 后 ， 可 以 立即 求 得 R(D)。A 的 方差- 协 方差 矩阵 
为 5,-1/S;-,， 所 以 入 的 相关 乱 阵 R(A) 也 是 可 以 立即 得 到 的 。 例 如 ， 若 qi, ds，… ,了 为 互 
独立 随机 变数 ， 有 共同 方差 1 时， 则 (A) 的 第 i-j 位 置 上 的 元 为 


LA 


pf 二 一 一 一 一 一 
VY Ms Vn 


{6.45) 


其 中 mj 是 A4. mA4. 中 的 线 数 。 
为 简化 的 需要 ， 将 c(A 4.,) 标 准 化 来 考 志 随 机 变数 c( 人 4. 


人 __e(AL -Eto(Ai DO | 
At ‘848) 


于 是 ， 若 令 - 
Pu 一 minCp us), Pao maxtp a] 


则 可 得 . 
Pic (hy) ri (A) C6.47) 
的 估计 式 《其 中 r= {rw 一 a% (es 一 pD}EVare CA: 1/ 


*» Sma 


的 VPony—r, 


[1 oa mayerte kn hr dr 


<jH a o( 


1 


其 中 中 (:) 和 5$(,) 分 别 表示 标准 化 了 的 一 维 正太 随机 变数 的 分 布 函 数 和 密度 函数 。 
例 6.6， 为 了 说 明 上 列 概念 ， 见 图 6 一 4， 它 的 s-t 割 集 矩阵 为 


7 sway 06.48) 


1 10 0 0 001 
100 1 100 1 
0 1 10 00 11 
ScI1l 00 0 1 1 1 1 
0 1 1 10 10 1 
00 1 1 10 11 
00 10 1 10 1 图 6 一 4 傅 8.8 用 医 


在 A!,, 几 Al,, 中 的 线 数 ，;<<j。 
M3 
N12 二 2 ，fiaw= 4 
f= 3, 14> 1 ,fis,9 一 4 
M2, fas= 3, fsw= 2, m= 5 
M82, Nas 2, Nye 3, fas= 2, flee™= 5 
M1, fe 3, fa0= 38, fas 3, ee= 3, noe= 6 
Mr 1, f= 2 fr 2, Mor 3, few= 3, Hm = 3, frr= 4d 


所 以 如 果 线 上 流 的 方差 - 协 方差 答 阵 是 单位 矩阵 ， 则 随机 制 集 矢 妨 的 相关 和 矩阵 为 ， 


1 二 一 2 1 1 
V3 Ve TY 有 Vi Vs 2 
1 1 3 i 3 1 
V3 1 4 2V5 VE 2 2 
一 1 1 1 3 1 
V3 4 V5 25 25 2 
2 3 1 2 3 3 
R(A)= 
站 WF 1 5 5 2 
2 1 3 1 1 3 3 
Vis V5 375 5 5 2 5 
1 3 3 3 3 1 3 
TV15 2V5 2V 5 5 2 5 
1 1 1 3 3 3 
2 3 2 2 21A5 2V5 2325 1 
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所 以 poo= 一，p-ee =3/215。 涯 令 


"=[ rT asterp) ]/ var 
于 


则 得 估计 式 


He( 志 和 汪 痪 jspdysPteero 


i 


pady 


< Jo(yai ys ! -yi) 
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第 六 节 逼近 法 
一 、Monte-Carlo (蒙特 - 卡 罗 ) 方法 的 意义 


计算 极 大 流 的 概率 ， 即 使 假设 线 上 的 流 为 正 态 分 布 时 ， 其 工作 量 也 是 浩 繁 的 。 本 节 用 
Monte-Car1o 技 术 ， 专 门 讨论 它 的 定性 估计 。 

Monte-Caerfo 方 法 与 随机 数 实验 有 密切 关系 。 最 简单 的 MH onte-Car1o 方 法 为 观测 这 
样 的 随机 数 ， 用 它 去 直接 模拟 所 研究 的 物理 过 程 ， 然 后 由 这 些 随 机 数 的 变化 规律 来 推定 所 求 
的 解 。Monte-Carlo 方法 的 关键 是 这 些 随机 变数 的 产生 方法 ， 因 为 它们 必须 与 探讨 中 的 过 
程 具有 同样 的 统计 性 质 。 随 机 数 表 疫 可 奏效 ， 但 不 如 数字 计算 机 得 出 随机 数 更 为 伐 越 。 因 为 
用 一 组 固定 的 规则 ， 可 以 用 计算 机 非常 方便 地 得 出 随机 数 来 。 用 这 样 的 规则 所 得 出 的 数 ， 叫 
作伪 随机 变数 ， 它 具有 这 样 的 性 质 ， 标 准 的 统计 鉴定 不 可 能 发 现 它 与 随机 性 有 任何 显著 的 仿 
差 。 由 于 伪 随 机 变数 得 出 的 数列 具有 再 产生 的 优越 福 ， 放 可 用 来 重复 实验 。 


二 、Monte-Carlo 方 法 的 应 用 


Monte-Carifo 方 法 可 按 下 列 方式 用 于 极 大 流 问题 。 我 们 用 随机 地 产生 边 〈 上 的 ) 流 矢 
集 {F (DR= 1 ,2 ,…, 放 } 的 办 法 ,大 量 重复 地 模拟 一 个 系统 。 然 后 应 用 极 大 流 极 小 截 定 
理 ， 经 由 关系 
Tes (kh) =min 《SCC 一 F(R) 了 


来 确定 第 个 通过 图 的 极 大 洲 。 将 此 手续 重复 NN 次 之 后 ， 定 义 消 数 Sn(2): 


证 
Sn(2) = Shs[ rte) ] 
其 中 
0 对 于 z 关 2 
1 对 于 rz<Z 
于 是 ，NSw(2) 就 是 r.(h) 小 于 Z 的 数目 ， 而 2Z 是 一 个 任意 实数 。 
函数 Sn(2) 可 取 0 与 芋 之 间 的 值 ， 且 为 7 的 非 焉 函数。 易 验 证 Sw(2) 是 左 连 续 的 ， 而 且 
满足 概率 分 布 函数 的 全 部 性 质 。 对 任 一 Z，Sw(Z) 为 一 随机 变数 。 它 叫 作 r,v 的 经 验 分 布 卫 
数 ， 且 与 r, 的 真 分 布 函数 P 71<Z} 非常 密 合 。 其 关系 见 下 列 定理 。 


hr(r)= 
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定理 6.1 ( 哥 里 汶 科 定理 ) ， 设 Sw《x) 是 具有 NN 个 元素 的 样本 的 经 验 分 布 函数 ， .又 设 
导体 义 的 理论 分 布 函数 为 (x)， 则 当 入 趋 于 无 穷 时 ， 叙 列 Sw (xz) 在 一 roo 上 一 致 地 
收 鱼 于 斑 (z) 的 概率 等 于 1 。 即 令 .fw 为 随机 变数 

Lr=suplSn(z) — F(z) 


时 ， 
-了 了 imgr=0}=1 
拨 这 个 定理 ， 若 选 一 个 充分 大 的 N, 则 r,,; 的 经 验 分 布 函 数 将 以 搂 近 1 的 概率 逼近 r。,, 的 
真正 概率 分 布 函数 已 (z)。 
例 6.7， 考 虑 图 6 一 5 与 图 6 一 6， 为 简化 计 ， 恨 设 边 〈 上 的 ) 流 为 互 独立 、 同 一 正 态 


图 8 一 5 Gr 图 6 一 6 G， 


分 布 的 随机 变数 。 由 于 边 容量 的 有 限 性 和 流 的 非 负 性 ， 使 截 尾 成 为 必要 的 。 当 边 流 产生 之 
后 ， 截 必 的 功效 就 被 包含 在 内 了 。 我 们 把 容 最 作为 一 个 变异 参数 ， 卫 对 一 个 国定 的 容量 矢 C 
一 {ce…ce}》， 对 于 极 大 流 的 100 个 样本 产生 1 一 Sw(2) 的 值 。 在 有 些 情 况 ， 每 一 边 的 容 
最 都 取 作 和 常数 C# 其 次 可 令 C 在 一 个 大 范围 内 变化 。 在 另外 的 情况 ， 图 中 边 的 某 子 集 的 边 容 
量 是 可 变 的 ， 而 其 它 的 边 容量 是 不 变 的 。 曾 对 图 G4 和 Gs 进行 过 这 种 形式 的 分 析 ， 在 每 一 情 
况 中 部 把 边 流 的 均 信 取 作 3 并 设 方差 为 1 。 而 边 容量 在 C = 《4 与 C =10 之 间 变 化 。 图 6 一 7 
到 图 6 一 9 表示 出 模拟 的 一 些 结果 。 由 此 模拟 反映 出 来 的 一 个 显著 结果 是 ， 在 每 一 情况 Sn(2) 
部 可 以 由 累积 正 态 分 布 函数 精确 地 逼近 ,这 一 事实 由 图 6 一 10 和 图 6 ~-11 表 明 。 不 管 Sw(Z) 的 
极限 分 布 为 何 ， 我 们 所 关心 的 概率 可 以 由 正 态 避 近 得 到 它 的 合理 估计 值 。 
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. 图 6 一 ? 
图 G, 中 Cs 的 容量 由 C4 = 3.0 变 到 Cs = 9.0， 其 它 边 容量 均 为 了 
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图 6 一 8 

G: 的 一 切 边 容量 均 在 C = 4 到 C = 8.6 之 何 变 化 
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图 5 一 9 
Gs 的 CasC4rCsoC 6 各 边 容量 由 C = 1.5 变 到 C = 8.0， 所 有 其 它 边 容量 为 9 
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图 6 一 11 用 正 态 分 布 画 数 逼 近 Gs 的 由 上 doprte-Carfo 柑 氢 产 生 的 经 验 曲线 
汤 近 曲 线 的 方差 汐 ，B; = 0 ,64 Br=1,22; 日 sm1.4 BomldiBeels 


即使 我 们 假设 极 大 流 的 概率 分 布 可 以 由 正 态 分 布 充分 地 瑰 近 ， 但 求 概率 P {rT41 之 7.,1} 
的 问题 仍 蚌 遥远 的 。 我 们 必须 求 出 《re 和 Var {7,,:} 即 r, 的 均值 和 方差 。 由 第 四 市 
和 第 五 节 里 所 给 P{fr, 疡 rs 中 的 积分 形式 中 ， 可 以 知道 这 是 一 个 非常 困难 的 问题 。 然 而 ， 如 
果 我 们 应 用 Clark (克拉 科 》 方 法 ， 则 对 于 小 图 问题 变 为 可 解 。 

设 钱 ,和 半 , 为 正 态 贿 宙 变 数 。 则 可 以 给 出 随机 变数 min{ 钱 ,， 关 ,} 的 算 量 的 精确 表达 
式 。 若 假设 min{ 环 ;, 汪 2} 为 正 态 且 卫 ;也 是 正 态 时 ， 则 可 以 算出 min{min{ 闫 ,, 头 。}, 针 3} 的 
矩 量 。 在 各 步 都 求 出 min{ 居 ,,…, 龙 小 的 矩 量 后 ， 若 恨 设 变数 是 正 态 分 布 的 ， 求 min{min 
二， 一 minf 天 天 天 4 于 的 各 界 矩 。 由 归纳 法 可 计 算 出 吓 in{ 大 和 
闭 汪 的 各 阶 算 。 当 然 ， 这 样 的 计算 都 是 不 精确 的 ， 这 是 因为 min{f 义 ，,…, 汪 小 并 非 正 态 分 布 。 
实践 证 明 ， 这 样 所 带 来 的 误差 并 不 显著 。 

设 天 ，, 发 和 大。 均 为 正 态 分 布 ， 它 们 的 均 条 和 方差 分 别 为 古 ， #2 和 {Ks} 及 01*，02* 
和 Var{ 浅 ,}。 这 里 E{ 久 ，} 和 Var{ 剑 ,} 表 示 尚未 计算 出 来 , 故 未 给 予 特 殊 标记 。 设 Cor(… 
表示 括 弛 内 两 个 变数 闻 的 线性 相关 系数 。 并 定义 Cor (Xi,X1)=6,Cor(X,,XXs)=ti， 琶 
Cor (Xs,X3)=6s 

若 01 二 os 三 1 时 ， 则 汪 , 和 XX; 仅 差 一 个 常数 。 帮 min{ 钱 1, 六 ,} 容 易 求 到 。 对 其 它 
情况 ， 则 设 w,(2) 为 贿 机 变数 min{ 信 , ,六 ,} 关 于 原点 的 第 阶 矩 ， 并 令 


q+0s ~—2010.6 (6.49) 

和 一 《fa ~ Hi) fa (6.50) 
于 是 可 以 证 明 

(2 一 Ai 四 (oa) 十 及 重 (一 困 一 a9(Co) (6.51) 

vO tO DD + (Hto D0 — (H+ hapa) {6.52) 

和 Corl(min{X ,XX) = Da Foc BAO) (6.53) 


今 设 v.(k) 是 随机 变数 min{ 铸 ，,… ,站 } 关于 原点 的 第 了 阶 矩 。 设 二 3， 为 了 计算 
min{ 天 ，, 天 ,天 的 矩 ， 我 们 引用 公式 (6.51) 到 (6.53) 来 计算 min{min{f 妈 ,大 }, 改 s} 的 
矩 。 首 先 求 出 > (2) 和 >s (2)， 然 后 求 Var{tmiaf 励 ,天 *}}。 于 是 用 >:(2) 代 营 凡 用 E{Xs} 
代替 as， 并 在 定理 6.1 及 式 (6.53) 中 用 Cor(min{ 刁 ,大 小 ,时代 营 5， 则 求 得 : 


- -一 一 ，- omeerro 二 ~ = 


例 6.7， 考虑 图 6 一 5 与 图 6 一 6， 为 简化 计 ， 假 设 边 (上 的 ) 流 为 互 独立 、 同 一 正 态 
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vi(3)=E(min{X,,X,,X,}) (6.54) 

va =ECmin{tX,, Xs,X}]) (6.55) 

和 Cor(min{X 1, Xa}, X), k=4,5,.…,9 《6.56) 
在 此 手续 的 第 了 步 上 我 们 计算 

vi(D=E(min XX , XD (6.57) 

v2 (N=E(Cmin{X, XK) (6.58) 

和 Cor (min{X ,ee, Xi Ks) 天 一 1 2 9 一 了 (6.59) 


为 便于 计算 CorCmin{ 尖 1,…, 关 小 , 半 ;4s)， 我 们 把 它 改写 为 

Cor{min{X, ,we, XI}, Xj) = Cor(min{min{ Xe XI, XI Xn) (6.60) 

为 了 计算 这 个 结果 , 须 计 算 CorCmin{ 闫 1，…, 甘 1-1}, 半 i164) 并 将 它 和 Cor( 尖 ,Xiwh) 分 
别 代 入 《6.53》 中 的 1 和 C3 即 可 。 后 者 Cor(XX1, 针 144) = 二 51,s44 是 已 知 的 ， 而 前 者 在 第 /一 1 
步 上 也 是 已 经 计算 过 了 。 所 以 可 以 继续 此 手续 ， 直 到 求 得 min{ 瑟 ;元 汗 的 矩 量 。 

将 上 列 手续 使 用 于 随机 割 集 变 元 c(Aj.)，…，c(A?) 可 以 求 得 极 大 流 re 的 均值 和 方 
差 。 于 是 由 min{c (A3,1),…,c CA?,,)} 为 正 态 分 布 之 假设 ， 得 


rot1(9) 
Piz} ol- 9 yy) 


例 6.8， 设 加 为 图 6 一 12 所 示 , 假 设 边 上 的 流 为 互 独立 同 分 布 正 态 随机 变数 ,其 均值 笑 #== 
1{3,3,3,3} ,方差 - 协 方差 矩阵 为 单位 矩阵 。 并 设 各 边 之 容量 均 为 0,= 5。 于 是 各 随 机 边 容 变 
元 为 独立 的 正 态 变 元 ， 其 均值 为 2， 方 差 为 1 。G 的 割 集 矩 阵 为 


1 10 00 
5 
si- 9 1 110 y 
100 1 1 巾 个 
0 1 10 1 
从 6 


由 式 (6.45) 容易 求 出 齐集 的 相关 和 矩阵， 于 是 
区 # 一 12 倘 6.8 用 区 


1 1 
1 0 7 7 
1 1 
0 1 一 
V6 V6 
RO- 1 1 1 
VE VE 1 3 
.l,l 1 
V6 VE 3 


由 式 (6.49) 和 (6,50) 得 
gs=2+2-2V 2(V 2)(0)=4 


a=34=0 


从 而 由 式 《6,51) 和 (6,52) 得 
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v1(2) 一 4 外 (0) +4P(0) 一 29(0) 一 3.2 
va(2) = (16+2) D0) + (16+2) D0) —2(4+ A480) 11.6 
且 p22) 一 "12(2) 天 1.27 


Corfminfc (A1,),c(A?.)}, c(AY,,)) 
=-[V3D 0 +V TOI/ VT.51 
叉 轩 Pfs 一 pf 
故 得 Corfmin{c CA) cec(A3 Dec( 和 和)]m0.51 


为 求 min{c (At ,ce(A3 ,ce(A3 .的 矩 ， 可 以 把 方才 算 得 的 数 与 巨 Cc(Ay,)] 及 
VarLc (A3,1) 3 一 齐 代入 式 (6.49) 到 《6.52) 中 ， 则 有 


a?=1.27+3—2V1.27 + V8 (0.51) 一 2.33 
Qa=(6—3.2)/V2.33~1.86 


和 v1 (3) =3.20D(1.86) +6D(—1.86) —1.5¢(1.86) :3,1 
ys (3) = 3.2: +1.27) D1.86) + (6* +3)B(—1.86) ~ (3.2+6)(1.5)8(1.86) ~11.4 
由 此 得 v1(3) 一 好 (3) 一 1.8 


min{c (Ac(AS.De(A3 和 c(A4) 之 间 的 相关 由 下 式 可 得 
Corfminfc (Al) ,cA ) ,cAS,)}, cAY,)] 
一 Corfmin{fminfc (Al,),c (A )}, clAS)},c (AY!,)] 
因为 
Cor(min{fc (A1.,),c(A)}e AL) =61 ~0.51 
由 式 (6.53) 可 得 
CorLmin{c (Al.,),c (AS,), c(A3.)}, cAY)] 


[Via (0.5D 80.80) +V (oH) (1.80)]/ VIB ~0.sl 
现在 可 以 求 r, 的 矩 。 令 | 
Gr=1.8+ 3 -2V1.8 V3(0.51) ~2.3 


Qa=(6—3.1)/V2,3 ~1.9 
于 是 E(r,,)=3.19D01.9) +6 包 (一 1.9) 一 (1.53)9(01.9) 一 3 


El(ri)=(8.1 +1.8P(.9+ (6 + PC-1.9) 一 (3.1 十 的 3.3 $1.9) ~11,3 


Var(re) 一 11.3 一 3 =2.3 
由 此 得 
3 


P{rupr} 1 -0 (TS 


第 七 节 正 态 分 布 的 极 大 流 的 容量 分 析 


一 、 检 定 的 特殊 形式 - 
现在 进一步 研究 +,…, 可 由 正 态 随机 变数 逼近 的 情况 。 在 第 三 节 里 讨论 了 这 样 的 情况 ， 边 
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上 的 流 的 概率 分 布 是 未 知 的 ， 但 是 可 以 取得 样本 。 在 这 一 节 黑 我 们 将 研究 关于 7,,: 的 概率 分 
布 的 知识 对 于 检定 河 题 的 影响 。 为 此 , 假设 F (9) ={f C8) ,… CR)} 是 在 时 刻 R, 户 一 1,2， 
YY , 流 玉 1，,… ,下 ,的 济 定 值 。 与 前 面 一 样 候 设 (0), 玉 (2) ,…, 玉 (CN) 是 互 独立 同 分 布 随 
机 变数 。 


检定 假设 

Hos P=P{r, Dr} Ps (6.61a) 
针对 假设 为 

Hi p<p, (6.61b) 


检定 水 平 为 <， 其 中 a 为 第 一 种 错误 的 概率 。 由 假设 7,,, 是 正 态 随机 变数 ， 其 均 信 为 
V4(9)， 方 差 为 0: 二 v。《9) 一 4:(9)。 对 于 F (k) 的 每 一 个 值 ， 计 算 


To (CR 一 min 和 六 ce 8 一 12， (6.62) 


esr {i 
随机 变数 101) ,re(2) ,tw (NN) 是 互 独立 同 分 布 的 ， 共 同 的 均值 为 ?, (4) ， 方 差 
为 ,Tt 不 小 于 +。 的 概率 可 表 为 ， 


p=P{re>r} =1 -0( re) ) (6.63) 
由 此 推 知 
(= 1 一 P (6.64a) 
所 以 | 
TD pt p) (6.646) 
因为 多 和 儿 :是 严格 单调 增 函 数 ， 改 假设 HL, 变 为 
Le) pti po) (6.65) 
o 
或 当 我 们 定义 新 随机 变数 
Fr rl 
时 ， 式 〈6.65) 变 为 
一 /ac<G-IG 一 pn) 《6.66) 
其 中 = (9) 一 r,t， 此 时 检定 的 假设 就 变 为 
,, E20 017) (6.67a) 
针对 假设 为 
fs 二 <g (6.676) 


其 中 # 和 o? 是 互 独立 同 分 布 的 各 正太 变数 ?1 (1),…， 卫 weC) 的 均值 和 方差。 


二 、 充 分 统计 量 


在 讨论 由 6.67) 所 定义 的 检定 问题 之 前 ， 纠 要 引信 一 些 统计 概 侈 。 设 随机 诡 数 汪 的 概 
率 分 布 的 参数 集合 为 倍 ，P, 为 参数 取 值 66 8 时 六 的 一 个 概率 分 布 。 则 概率 分 布 奖 为 
{P,，9E 0D}。 在 取得 攻 的 一 个 随机 样本 《z,,z:,…,zn》 之后， 统计 检定 需要 能 辨别 0 的 
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真 、 恨 值 。 样 本 所 蕴含 的 有 些 信息 对 于 检定 问题 经 常 是 不 相 千 的 。 例 如 若 8 为 苹 的 均值 ,了 ,的 
序 次 就 不 包含 有 用 的 信息 ， 故 可 以 不 计 。 

为 了 说 明 完 分 统计 量 的 意义 ， 首 先 夏 一 个 例子 。 设 苹 ,， 半 。,"…, 卫 w 是 在 区 词 [ 0 ,的 上 的 
互 独立 同 分 布 的 均匀 随机 变数 ，《 兰 1, 芝 。，,…, 攻 x) 的 联合 密度 在 点 X= (xi,T24"* XN) 
上 的 值 为 ， 

POO =0 "umaxz, 0] {6.68) 


其 中 x[e, 的 = 1 车 a 志 6; 否 则 4Ca.b]= 0 ,在 对 8 进行 估计 时 , 随 视 变 数 苹 ,, 鲜 ,，,…, 革 的 最 
大 值 中 ax{ 娘 人 是 唯一 重要 的 因素 ， 因为 maxtz 小 包含 样本 (T1722，… ,Tw) 所 能 提供 的 关 
于 9 的 全 部 信息 。 故 称 max{fz 呈 为 6 的 充分 统计 量 。 确 切 地 说 ， 如 果 一 个 随机 变数 包含 了 样 
本 《ri,zs,…zm 所 能 提供 的 关于 9 的 全 部 信息 , 则 称 此 随机 变数 为 参数 9 的 充分 统计 重 , 一 
般 地 说 荆 是 参数 9 的 充分 统计 量 ， 系 指 密 度 函 数 了 olx) 可 以 分 解 为 以 下 形式 ， 
Polx) 一 9eCT x) h(x) (6.69) 

其 中 9sCT(x)] 是 9 和 x 的 函数 ， 但 是 9 仅仅 通过 人 ( 娘 ) 这 一 统计 量 而 与 x 有 关 ， 且 及 《x》 是 一 
个 与 日 无 关 的 x 的 函数 。 关 于 充分 统计 量 有 一 个 重要 性 质 ， 若 了 为 8 的 充分 统计 量 ， 则 当 
已 知 T 二 + 时， 任何 其 它 统计 量 的 条 件 分 布 均 与 9 无 关 ， 所 以 它们 不 再 提供 关于 8 的 任何 信 
息 。 

例 8.9; 设 羡 ,, 革 。，,…，, 汪 是 互 独立 、 辣 分 布 正 态 随 机 变数 ， 均 值 为 9 方差 为 98;。 则 
(Xi1,XXs，…, 革 wn) 的 概率 密度 在 点 x 一 《zx;,x2，,…,X) 的 值 为 ， 


?100 -Ty 1- i [so 


tml 


= Pp 和- 矶 [Zs:- 20 re] (6.70) 


i sl 


此 处 及 以 下 的 polx) 中 的 9= (81,02) 是 一 个 二 维 变 元 ，9 一 (91,0:) 的 一 个 充分 统计 量 
是 (Ti1,Ts) ， 其 中 


T1000 = Dr (6,710) 


Pp] 


和 T,00 = Dz C6.716) 


ol 


为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 将 Polx) 写 为 
p00 = rd ep} [ts 201t1 + npt } (6.72) 


其 中 f= (Xx) 和 fs 二 了 s (x) 是 T 和 人 ,在 x 点 上 的 值 。 于 是 可 以 奢 出 来 ,CX) 仅仅 通过 
CT， (0X) ,T,X)] 才 依赖 于 x， 并 且 h(X) 一 1，9e00 = 了 elX)， 所 以 LT1,T,) 是 0 一 (bg2) 
的 充分 统计 量 。 

充分 统计 量 的 效应 ， 在 于 它 能 以 最 紧 普 的 形式 集中 表现 出 强 合 于 统计 资料 中 的 信息 ， 从 
而 使 检定 大 为 简化 。 如 上 面 提 到 的 在 检定 随 宙 变 数 的 均值 时 ， 观 察 到 的 序 次 是 无 关 紧 要 的 。 
客 我 们 可 以 认为 检定 问题 关于 样本 的 排列 是 对 称 的 。 由 于 很 多 统计 检定 问题 哇 现 对 称 性 ， 所 
以 要 求 所 用 的 统计 手续 具有 对 称 性 的 条 件 。 例 如 要 检定 这 样 的 假设 ， 六 年 级 的 男孩 高 于 女 芒 
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时 ， 一 个 好 的 检定 应 当 与 我 们 选用 的 度量 尺度 无 关 。 即 当 我 们 用 “ 寸 度 量 痿 受 了 此 假设 时 ， 
则 当 我 们 改 用 “厘米 ”度量 时 也 应 该 接受 此 假设 。 对 这 个 问题 来 说 “好 ”检定 的 含义 ， 应 该 
是 当 尺 度 适当 改变 的 时 候 ， 检 定 的 结论 应 该 保持 不 变 。 


三 、 样 本 空间 的 变换 群 9 
对 称 的 数学 表达 式 在 某 些 变换 群 之 下 是 不 变 的 ， 设 多 是 实验 的 样本 空间 ，9 是 多 的 变 
换 。 假 设 9 是 将 4 映射 到 自身 的 1-1 映 射 ， 若 关 为 一 随机 变数 , 9 芋 是 当 闻 二 x 时 取 值 9(x) 的 
随机 变数 。 假 设 对 于 9E 台大 的 分 布 为 Ps，9 民 的 分 布 是 Per ,9 € 如 。 则 可 以 认为 如 上 的 运 
算 9 诱导 出 从 上 的 一 个 运算 9。 若 当 9E Q 时 9 9E 人， 而 且 对 任 一 9/E 9 若 都 存在 9E 人 使 
99=0'， 则 称 参数 集 介 在 9 之 下 是 不 变 的 。 记 为 
了 人 = 
若 §0=0 
0,=D。 
则 称 针对 十 !，8€ 吕 , 的 假设 Hu。，b6 2 的 检定 问题 在 变换 9 之 下 是 保持 不 变 的 。 即 整个 参数 
空间 和 假设 参数 空间 在 样本 空间 上 的 变换 9 之 下 是 不 变 的 。 我 们 可 以 定义 一 个 满足 下 列 条 件 
的 变换 群 多 ， 若 9 与 9/ 属 于 多 , 则 9/9 丰 一 9 (9( 站 )) ,9 《9"! 久 ) 二 节 对 于 一 切 六 & 如 成 立 。 
不 难 证 明 多 在 参数 空间 D 上 导出 一 个 变换 群 多 。 假 设 针对 于 , 检 定 H 的 问题 在 多 中 任 一 9 之 
下 保持 不 变 ， 则 称 此 检定 问题 在 9 之 下 保持 不 变 。 
若 已 给 变换 群 儿 ， 我 们 来 讨论 祥 本 空间 多 的 某 些 点 的 等 价 佳 。 如 在 例题 6.9 中 所 考 氏 的 
问题 里 ， 使 


> Zi 和 SD 
4 i 
为 常数 的 一 切 点 ， 对 于 检定 问题 可 以 视 为 等 价 的 。 确 切 地 说 ,在 多 之 下 的 两 个 点 x1 和 X, 称 为 
等 价 ， 系 指 存在 一 个 9E 多 ， 使 xi 一 9X,。 等 价 性 以 符号 x1~x。(Cmod 多 )》 表示 之。 对 于 例 
6.9， 由 某 点 xi 将 其 分 量 作 任 总 排列 所 得 的 点 设 为 x:*， 则 充分 统计 量 〈T:，7T:) 对 于 x 和 
xs 都 取 同 一 值 。 所 以 (T:，7，) 在 诸 x, 的 排列 之 下 保持 不 变 。 在 一 般 倩 况 下 ， 函 数 了 若 满足 
下 列 条 件 ， 则 称 为 在 多 之 下 的 不 变量 , 对 一 切 xE 多 和 一 切 *~~x (modg)》 
T(O=T(OO 
换言之 ， 若 一 个 通 数 对 于 所 有 等 价 的 点 取 同 一 值 时 ， 称 为 不 变 的 。 这 样 一 个 函数 在 解决 检定 
间 题 时 是 很 重要 的 。 函 数 个 的 另 一 性 质 是 对 于 非 等 价 的 两 个 点 有 不 同 的 值 。 即 这 个 函数 对 于 
等 价 点 集 取 唯一 的 值 。 若 而 数 T 满 足下 列 条 件 时 ， 称 为 最 大 不 变量 : 
全 是 不 变 的 而 且 由 
TWOW=T (x) 
可 推出 x 二 9x 对 荣 一 9€ 多 成 立 。 最 大 不 变量 的 重要 性 ， 总 结 在 下 列 定理 之 中 。 
定理 6.2: 设 了 (xz) 是 关于 变换 群 9 的 最 大 不 变量 ， 则 检定 在 光 之 下 不 变 的 充分 必要 条 件 
是 仅仅 通过 了 (GO 与 x 相关 。 
为 了 说 明 这 些 概 念 ， 请 看 下 列 例 子 。 
例 6.10， 设 x= (zza,…y zu)， 多 是 由 变换 
9g(z) 一 (zi 二 cy zz 十 cz 二 c)， -eeo<c<+oco 
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所 构成 的 群 。 令 了 (0) = (zi 一 zw，zo 一 zz ti 一 zo)。 显 然 了 在 多 之 下 是 不 变 的 ,因为 

TC900)=[C(z1 + ec) (rte), (ra te)— (zt ee) (tar to) — (rte))= (zi 一 
TT 一 Tr) 假设 2 一 2 二 2 一 x 二 1,2,， 8 一 1, 则 当 取 x! 一 x 二 c 时 ， 
我 们 得 z4 一 ze 二 ce， 所 以 2 一 rc， 一 1,2,…,#。 故 TCOoO 也 是 一 个 最 大 不 变量 。 

例 6.11， 设 久 一 ( 革 ，,， 六 ,，,…, 义 ,) ,倘若 是 答 定 假设 

日 。， 广 的 密度 是 f(zx1 一 gz 一 9) 
针对 假设 为 日 ,， 义 的 密度 是 f(x, ~9,…,z, 一 9)， 其 中 8 有 限 。 设 群 多 是 由 变换 
gO = or, T+ Ce) 

对 一 切 有 限 之 。 构成 的 。 在 多 之 下 针对 开 : 检 定 于 ,的 问题 是 不 变 的 。 在 参数 空间 中 9(x) 导出 
变换 


S06=0+e 
由 例 6.10 在 多 之 下 的 最 大 不 变量 是 卫 = (XX, 一 于 天。 一下)。 了 的 分 布 与 6 无 关 ， 
并 且 在 末 , 之 下 其 密度 为 


| 了 (和 十 zi 二 220dz， 一 0.1 


车 在 T(x) 的 基础 上 针对 王 , 检 定 于 ,， 就 是 针对 单一 其 它 假设 来 检定 单一 假设 ， 并 按照 
Neyman-Pearson 引 理 可 知 一 致 最 大 功效 检定 的 否定 区 域 为 


{fGent zs) da 
> 


f foltit 2, tet2,2) dz 
现在 回 到 最 初 的 问题 ， 即 针对 其 它 假设 个 , ，#/c< go， 检 定 假设 香 ,，E/o2>b， 其 中 上 
和 o 是 互 独立 同 分 布 随机 变数 ?ji( 让 ) 二 fer 让) rw，( 一 12，…，N) 的 均值 和 方 莽 。 兹 
将 针对 站 ,检定 外 。 的 解法 概述 如 下 ， 在 得 到 观 宕 结 果 ?...( 站) 二,,,( i) 一 ,1 后 ,检定 这, 时 , 
我 们 仅 需 要 两 个 变数 。 Fk 


一 1 < 
MN Dt 


bi 和 if 
和 S=[YG CD- 面 9] 


它们 是 互 痢 立 的 ， 而 且 是 (5,0) 的 充分 统计 量 。 再 者 ， 可 以 证 明 表 的 分 布 是 NE,a2AN) ， 
» 三 S/o 的 密度 h (4) 是 


a 
Co) 一 ey {2 


| >” T+) 


0 若 # 志 0。 


， 若 4 之 0， 
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呆 /S 是 仅 依 赖 于 参数 9 = 上 /a 的 充分 统计 量 。 事实 上 ， 放 /S$ 这 个 统计 量 或 等 价 地 
T= VN MN) 
~ SVN-1 
是 在 变换 群 多 (用 正 的 常数 有 乘 池 和 S) 之 下 的 最 大 不 变量 。 换 言 之 ， 若 
to (Dy tN)), 9Eg 
出 g(r d= (PFD) Bp ) 8>0, 


Nn 


WM(9 (rd) Bt BH 0  ， 


i 


s(90.0 )-[ 袜 0 -PH ] B87,,) ， 


T(t )= VN HM(9 (rt,,)) 
SC) 


BS(r IV N-1 


多 在 参数 空间 (5,0) 上 诱导 出 一 个 变换 群 多 ， 使 5E 多 时 有 
9(8,0)—(pE, Bo) 


然而 ， 关 于 参数 9 二 5/o 的 空 间 ， 多 使 问题 保持 不 变 。 原 始 假设 也 保持 不 变 ， 因 为 


oo(--e(- 租 ) 


由 此 推出 ， 把 检定 问题 限制 在 这 样 的 场合 是 合理 的 ， 在 9 之 下 检定 保持 不 变 。 或 者 说 只 讨论 
这 样 的 问题 ， 仅 通过 了 (?,)) 依 舟 于 CD ， 节 ,2)， 人 (CN)。 


令 6= Y 太 9， 随机 变数 的 概率 密度 了 ,+ ) 可 以 证 明 为 
[T(r 
， 
一 6 六 oo ezp( -党 ) do 
了 的 这 个 分 布 叫 作 具 及 ~ 1 个 自由 度 的 非 中 心 的 学 生 分 布 。 
作 比 值 . 
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可 以 证 硼 当 6o< 5, 时 ,4( 人 为 上 的 增 函数 。 这 表明 概率 密度 族 {ps( 日 。 一 co<S<co} 构成 一 
个 所 谓 的 单调 似 然 比 族 。 比 值 4( 为 是 已 知 5= 6: 时 了 (的 联合 密度 ,与 6= 5 时 了 (2 
的 联合 密度 之 比 。 由 NNeyman-Pearson 引 理 , 针 对 其 它 假设 HH* ，6 一 861<<6,， 检 定 HY ， 
= 的 最 大 功效 检定 是 ， 当 A(1) 志 尺 时 否定 HS# ， 当 4( > 及时 接受 HY 。 然 而 因为 
密谋 族 {Ps(1)， 一 oo<<8 世 +o0} 为 单调 似 然 比 族 ， 故 可 以 证 明 此 检定 为 一 致 最 大 功效 的 。 
用 原始 的 变数 ， 考 感 水 平 为 e 的 一 至 最 大 功效 不 变量 的 检定 

Hos P{ri, Dr} po 

针对 假设 HPfr ,cry<p。 
若 下 式 成 立 此 检定 就 否定 Hu 


， VN(CMN)-r,.) <K 
[Se -RNY -D] 


若 下 式 成 立 则 接受 五 。 
VNOAON) -er,,1) > 


[Ye -到 Do-D] 


六 


此 处 历 (N) 一 衣 也 7,1( 1 )。 常 数 廊 由 下 式 确定 ， 


ol 


> 


Parlt)di=a 


将 Pso(t ) 之 表达 式 代 和 人 上 式 得 约束 条 件 


J oT oF) [HVT -0) oat 


Ee 


故 为 了 求 尺 必须 计算 上 式 左 端 的 积分 。 如 上 所 述 ，Ps() 是 具 入 一 1 个 自由 度 的 非 中 心 
的 学 生 分 布 1 的 概率 密度 。 一 个 良好 的 下 近 为 


i 
par < nl 
~ [as 
其 中 7 为 标准 正 态 变 元 。 将 此 近似 式 有 于 约束 条 件 中 得 - 
i K[ 1 -Fwy] -6 
1 [tds] 


所 以 ， 解 下 列 二 次 方程 可 以 近似 地 求 出 民 ， 
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和 和 _ 1 2_ [Go 了 1 ___ lv 
K[(1 -rns) -一 如 人 一 ]-2 [1 TV 全 + 
[Oi Y=0 
其 中 6 = -TG@-1(1 一 p,)。 在 解 上 列 方程 时 必须 羽 重 选择 作为 尼 之 值 的 根 。 另 一 根 对 应 
于 a’=1 一 a 《 较 小 的 根 与 4 和 a' =1- cx 中 较 小 的 相对 应 ) 。 
习 题 
1. 设 G 为 图 6 一 13 所 示 ， 假 设 边 e: 上 的 容量 c ,是 独立 卜 阿 松 变数 ， 其 强度 为 4， 
Po, = 有 = 站 eo"， R02 1,2,3 


问 a ) 求 割 集 的 相关 矩阵 
5) 求 P{r ,3 关 开 } 
c) 来 P{min{r'}>K}。 


VY 


他 可 他 » WV 


图 6 一 18 图 6 一 14 


2 设 G 为 图 6 一 14 所 孙 ， 假 设 每 一 条 边 , 上 有 一 随机 流 厂 ,， 它 的 方 状 为 1， 而且 流 的 
刁 合 分 布 是 一 个 三 维 正 志 分 布 ， 均 人 矢量 为 #1{3,3,3}， 相 关 算 阵 为 


oj- ~ 中 


令 d=c, 一 忆 ,，《〈7 =1,2,3) ， 问 ， 

4 ) 当 G 的 边 容量 取 C1，Cs 和 Cs 江 ， 求 首 集 矢 的 概率 分 布 ， 

5 用 积分 关系 表示 P {rs.s> 3 }; 

c) 利用 二 苑 正 态 分布 表 计算 》 项 的 积分 ， 

d 〉 用 第 六 节 的 方法 求 min{T4,s,t4a,73,s} 和 ,a 的 均值 和 方差 的 近似 信 。 并 由 此 计 
算 P{ras>3} 和 Plmin{r}> 3}。 
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第 七 章 。 最 小 费用 、 最 优 定 址 问题 


第 一 节 最 小 费用 流 
一 、 基 本 概 家 


在 讨论 圾 大 流 的 时 伐 并 没有 考 虐 费 用 问题 。 只 要 补充 一 些 与 费用 有 关 的 标 念 ， 就 可 以 利 
用 最 短路 径 方法 ， 在 保证 极 小 费用 的 前 提 下 把 流 极 大 化 ， 这 就 是 本 节 的 目的 。 首 先 介绍 有 关 
概念 ， 按 着 提出 单位 链 聂 小 费用 方法 ， 并 通过 例子 对 此 方法 的 使 用 加 以 说 明 。 最 后 来 论证 此 
方法 的 正确 性 并 加 以 推广 。 在 本 节 我 们 只 讨论 有 向 图 G(Y , U)。 

定义 7.1， 设 hGi ,站 为 流 经 绒 必 ,站 的 单位 流量 的 费用 ， 则 称 

hCG; 4)= DD GODIND CD 
《EU 

为 图 G 上 通过 流 .9F 的 由 用 。 在 不 致 混淆 的 情况 下 ， 将 ECG， 了 ) 栈 记 为 RKZ )。 

在 以 前 讨论 网上 的 流 时 ， 并 未 排除 了 G，, 旋 与 (j,i) 同时 为 正 的 梢 况 ， 即 允许 f (i, 让。 
7 (GD>>0。 显 然 这 种 对 流 现 象 在 讨论 蝇 小 费用 时 是 应 当 排除 的 。 所 以 当 了 G, 门 一 地 CD>0 
时 ， 就 用 96 闪 = 了 6 认 一 了 0 站 ,和 9(j ,让 = 0 来 代 亚 fi, 认 和 f (j,1)。 称 后 一 个 流 多 
为 无 对 流 的 流 。 我 们 在 把 流民 改造 为 无 对 流 流 多 时 , 流 的 守恒 性 和 相 容 狂 显 然 是 保持 的 ， 但 
费用 则 是 降 斧 了 。 故 以 下 总 设 流 满 足以 下 性 质 。 

性 质 7.1， 车 (i, 让 EU ， 则 恒 有 (i, 让 fi) = 0。 即 或 者 是 有 411) 闪 0 ， 或 者 是 
fi) 站 天 0， 但 二 者 不 能 同时 成 立 。 

有 了 这 些 准备 ， 就 可 以 进一步 定义 流 的 保 形 概念 。 

定义 7.2， 设 流 允 与 多 访 经 弧 人 ,站 的 量 ,分 别 为 AG , 门 与 9G， 门 ,车 对 于 任 一 弧 (i,1) 
UU, 由 fi, 四 > 0 可 断言 9(j,i) = 0 ， 则 称 流 .7 与 9 是 保 形 的 。 

这 里 须 指出 流 的 保 形 概念 是 对 称 的 但 不 是 可 递 的 。 即 当 8 与 多 是 两 个 保 形 演 4 多 与 名 也 
是 保 形 的 ， 但 与 多 可 以 不 是 保 形 的 。 为 了 说 明 这 一 点 请 看 下 例 。 

例 ?.1， 在 图 7 一 1 中 六 与 9 多、 多 与 必 均 为 保 形 的 。 流 经 骤 (i, 站 的 量 分 别 记 为 7G 7， 
3G, 力 和 Ah , 门 ， 然 而 隐 与 多 却 不 是 保 形 的 。 这 只 要 指出 (2,3) ，h(3,2) 之 0 就 够 了 。 


他 让 
1 站 
说 Vi 中 
了 f 
Vy 
了 
(a 9 ‘ce 


图 ?一 1 保 形 不 可 通 
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保 形 概念 可 作 如 下 推广 。 

定义 7.5， 若 流 了 ，,， 了 FF ,,… ,了 ,中 任意 两 个 流 均 为 保 形 的 , 则 称 此 名 个 流 为 保 形 的。 

流 的 保 形 概念 在 最 小 费用 方法 中 是 很 重要 的 。 为 了 应 用 鼠 短 路 径 方法 来 解决 最 小 费 用 
问题 ， 尚 须 给 出 弧 的 有 效 长 概念 。 

定义 7.4， 对 于 弧 (, 力 E 可 ,由 下 列 式 子 所 定义 的 zt , 门 及 AGE 廊 分 别称 为 驱 人 ,六 上 增 


加 和 减少 单位 流量 的 增值 和 减 慎 : 
0 让 二 后 人 荐 0<fG DCG ND, EfUD-0 (7,20) 
"7 否则 (97.25) 
hi, 门 若 f (ji, >0 (7,3a) 
A400 否则 (7.3b) 


其 中 有 (i, 门 由 定义 7.1 所 定义 。 
由 定 义 可 见 (i, 站) 绒 上 的 增值 就 是 在 (i ,站 上 增加 单位 流量 时 的 费用 碱 值 为 在 (i, 站 上 还 
原单 位 流 的 费用 (为 负 值 )。 
定义 7.5: 弧 上 , 门 关于 流 9 和 <- 上 链 < 的 有 效 长 度 !G, 门 系 指 
bi 车 f(i, 门 为 x 上 的 向 前 流 
“4A(i,1) 荐 1 (i, 门 为 x 上 的 向 后 流 
特别 需要 指出 的 是 ， 有 效 长 度 的 概念 依赖 于 流 和 链 ， 故 在 谋 算 时 ， 每 当 流 有 所 变化 都 要 
重新 计算 。 因 此 ， 为 了 准确 和 醒目 ， 我 们 常 将 1(i, 站 写 为 1((i, 门 ; FF)， 链 x 的 有 效 长 度 表示 


为 zs )= > I1((i, 让 : F)。 还 要 指出 的 是 弧 的 有 效 长 度 取 决 于 它 在 链 上 是 向 前 的 抑或 


f= 


A Es 
是 向 后 ， 著 某 Gf, 力 的 有 效 长 度 为 无 限时 ， 表 示 了 G ,7) 不 再 雪 了 因为 这 时 在 
(人 证 和 9 六 施 忆 多 和 下 无 向 后 
二 、 单 位 链 最 小 最 用 流 方法 
第 一 步 ， 随 便 措 定 一 个 最 小 费用 的 可 行 -+ 流 多 ，《〈 在 各 弧 上 都 是 0 的 流 就 是 一 个 最 
小 费用 的 可 行 流 ) ， 


第 二 步 ， 应 用 最 短 咯 径 方法 ， 找 一 个 具有 最 短 (有效) 长 度 1z， 兄 中 的 = 于 链 mi 因 
为 F ,是 最 小 费用 的 ， 故 没有 人 负 长 度 的 回路 ， 所 以 可 以 使 用 最 短 咯 径 方法 ) 。 若 不 存在 有 限 
长 的 s - t 链 ， 则 方法 停止 。 否 则 进入 第 三 步 ; 

第 三 步 : 松 造 一 个 流 Z ti 一 多 ,+1(z0D。 用 +1 代 ;并 转 回 到 第 二 步 。 

我 们 首先 用 一 个 例子 说 明 上 列 方 法 的 用 法 ， 而 后 在 第 三 段 再 来 证 明 此 方法 的 正确 性 。 

例 7.2: 见 图 7 一 2 (a) ， 设 9 ,为 它 上 面 的 一 个 流 ， 在 每 条 弧 上 所 列 五 个 数 分 别 表 
示 ，ec 人, 门 ， 了 (和 门 ， 帮 (R 门 ，w(R 六 和 24(R, 门 。 由 有 效 长 度 的 定义 7.5， 按 最 短 路 径 
方法 得 到 的 最 短 5 - 上 增值 链 为 wu,，ua,ui,ui。 由 单位 链 最 小 费用 流 方法 的 第 三 步 所 得 到 的 

了 ,1 表示 在 图 7 一 2 (5》 中 。 


三 、 单 位 链 最 小 费用 方法 的 证 明 


定理 7.1， 可 行 流 .9 最 大 的 充分 必要 条 件 是 , 对 于 每 一 个 5- 链 7,-, 总 有 
Tr F) 一 co 


“1380， 


[ee 


图 7 一 2 最 小 费用 力 法 
证 明 ， 若 ! (z，: 交 ) 为 有 限 ， 则 # 的 所 有 向 前 骤 均 不 饱和 ， 也 没有 向 后 弧 是 空闲 的 。 所 
以 在 "的 每 一 条 统 上 至 少 可 以 改变 一 个 单位 的 访 ， 故 当 1(x，.) 有 限时 ， 多 +IiCz) 是 可 行 
的 。 反 之 , 若 玫 +1(7) 是 可 行 的 ,T+ 的 向 前 弧 都 不 钨 和、 向 后 弧 均 非 空 ， 则 [lx 9) 为 有 限 
的 。 
引 理 7.1， 若 多 为 可 行 s- 上流 ， 儿 ,，8，，…， 多 ,为 保 形 -引流 , 且 
GIP tt 
为 一 可 行 流 , 则 .9 + 多 也 是 可 行 的 ,其 中 祁 = 多 十 多 二 多 ，j,{ 多 1 12，… ,六 为 
{多 店 二 1,2，…,} 的 任 一 子 集 。 
证 明 ， 对 于 驱 G, 力 ， 令 F=f 一 J -sd 站 -sl 9 ,=0,0,7) ~ 
9u(7D， 则 下 列 二 式 之 一 必 成 立 


了 tt (7.4) 
+ (7.5) 
由 可 生性 推 知 
-oe DE Feel,)) (7.6) 
和 oDEY tO tO tet Gc, (9,7). 
所 以 -op DE + Cou,n) 


由 于 (人 ,万 的 任意 性 ， 上 式 表 明和 + 多 为 可 行 的 。 
引 理 7.2， 对 于 一 个 具有 非 负 单价 的 网 , 若 .多 ,9 和 .和 为 s-# 流 ， 且 乡 和 . 铬 为 保 形 的 ， 则 
肌 歼 十 多 十 . 铬 ) 一 下 多 十 多 ) 之 息 开 十 因 ) 一 下 开 》 {7.8) 


证 明 ， 令 
Q=h(F + + PH)—hF + EhG + +hF) (7.9) 


将 证 明 在 所 设 条 件 下 Q 污 0。 为 此 对 任 一 弧 G, 让 令 =f 6) 一 JG,D)，9=90,7) 
一 90， 和 =RG 门 -AGO DD， 并 定义 QG， 
QGD=I+5+ 人 GD-IPr5l GD 
~ + D+ 1) , (7.10) 


(i) 车 到 (i, 门 之 系数 流 在 (i, 站 方向 


其 中 ED 着 。 万 全 ,四 之 系数 流 在 (j,i) 方向 
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因此 只 需 证 明 Q(i, 放 之 0 ， 不 失 一 般 竹 ， 假 设 AGi , 旋 > 0 。 故 以 下 二 式 之 一 必 成 立 (因为 
9 和,Y 是 保 形 的 ) ， 、 
ADP0， gD)P0, kl,N)>0。 《7.11) 
fi DP0, 90D30， AD0 (7.12) 
阁 式 (7.11) 成 立 ， 则 有 、 
QO, D=[fd, ,D+ 9, 7) DG) CN) +96, 门下 (让 
CO D+ EO DTA TAG DhGD=0 


从 而 引 理 成 立 。 、 _ _ 

著 式 〈7.12)》 成 立 ， 且 fli) -gli) -h(i 0 (7,13) 
则 更 有 fl) 90 ,D0 (7.149) 
和 fi,7) -0D 0 (7.148) 
则 此 时 Q(i, 四 也 为 0。 


其 它 唯一 可 能 情况 是 式 《7.12》 成 立 且 了 Ci, 让 一 9(j) 让 一 和 (7, 让 之 0 。 在 这 种 情况 下 ， 
Q Gi, 站 取 下 列 形 式 之 一 
CPEOTRIAD DEF OG DCA EE DLA 7.15) 
CPOrARIGD HC OD CFTR DL A 7.16) 
加 
加 
而 后 将 上 式 依次 化 简 为 : 


加 C7.19) 
一 [RCHG A +hCF,)] (7.20) 
-OTLACG, 1) + hI) (7.21) 

CIERGS DD +h0, (7.22) 


由 式 (7.11) 、 《7.12) 和 
f+9+h<o 
与 hi) +hCO NFO0 
可 知 式 〈7.19) ~ 〈7.22》 四 个 式 子 均 为 非 负 的 。 从 而 习 再 得 证 。 
引 理 7.2 的 直观 意义 是 附加 流 所 增加 的 费用 为 非 线性 的 ， 以 下 还 要 进一步 讨论 。 
例 7.5， 用 图 7 一 8 来 说 明 引 理 7.23。 在 图 7 一 34 中 给 出 了 流 9。 而 在 (5) 里 给 出 了 多 
一 .和 党 。 设 对 一 切 弧 ( 作 亡 ，PG 六 = 1。 
则 Ft+ 多 = 了 + 党 如 图 (ce) 所 示 ， 而 + 多 下 涛 如 (qd) 图 所 示 。 故 有 
(FTF+Y) ACF+F)=7 一 4 一 3 
和 用 (多 二 和) -AI)=4-3=1 
从 而 得 
3=h(F G+ HN) AFG SAF + HN) -RCF)= 1 
引 理 7.3: 车 为 一 个 可 行 流 ， 且 是 一 个 使 1(x， 7) 为 有 限 的 s-t 了 路 ， 则 
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Ke》 氏 二 多 一 条 十 多 (dy FF+E+ 


可 7 一 3 ”附加 费用 图 


hg +17))—h(g)=ir F) 

证 明 ， 设 (i,7) 为 x 的 向 前 弧 ， 车 fCi, 门 之 0， 则 在 (i, 站 上 与 9 +1(x) 相应 的 流 为 
fi, 站 +1， 且 h(9) 在 此 红 上 的 增 量 为 上 (i, 由。 如 车 f (i, 站 之 0 在 向 后 度 上 ， 则 在 (i,7) 
上 与 多 +1(7) 想 应 的 流 为 1 (i, 门 一 1。 所 以 h( 饭 ) 在 此 弧 上 减少 了 h(i, 门 。 在 任何 情况 下 
和 (F) 与 (i, 门 相对 应 的 增 量 均 为 (i, 门 ，Z ]。 故 引 理 得 证 。 

由 以 上 三 引 理 可 证 以 下 定理 。 

定理 7.2， 若 8 是 值 为 了 .<r, 的 最 小 费用 的 -上 流 。 为 一 个 关于 的 最 短 s-+t 
链 ， 则 .8 + 1(r) 是 一 个 值 为 了 ,十 1 的 最 小 费用 的 = - + 流 。 

证 明 ， 设 多 是 一 个 值 为 1,,,+ 1 的 最 小 费用 的 $ - 上流。 由 准 路 分 解 方 法 9 ~ .多 可 写 为 
1 (zm) 二 名 1， 其 中 zt 为 一 个 5~+ 链 ， 全 ,是 一 个 零 型 流 ， 且 1(x1) 和 2 为 保 形 的。 因为 
十 1(x1)+ 名 是 可 行 流 ， 帮 由 引 理 ?7.1 可 知 F 十 1(z1) 和 十 名 ,也 是 可 行 的 。 所 以 由 引 
理 7.2 得 

hCG) -hE GF +IR PAF +E) -hh(F) 
由 于 .多 + 之 可行， 且 由 银 设 多 为 可 行 而 且 是 最 小 费用 的 ， 故 寡 
hg +E) -hg 0 
由 以 上 二 式 得 出 > 
(GI PRL GF +1(7.)) 

但 虫 红 理 7.2 知 道 .多 二 1Cri) 也 是 可 行 的 、 具 有 上 ,+ 1 值 的 流 。 故 +1(71) 也 是 最 小 弗 用 
s-t 可 行 流 。 从 而 xi: 必 使 zu， 氏 ) 为 最 小 。 否 则 存在 3S-! 链 zs: 使 (rs 7)< 1r 区 )， 
此 时 , 引 理 ?7.3 就 要 导致 4 +1(za)]< 所 Ti 此 与 多 是 最 小 费用 相 矛 盾 。 设 x 是 
使 Hziy 久 )=1(r1s) 的 任 一 s~t 链 ， 则 由 引 理 7.3 得 知 F +1(z 4) 也 是 值 为 f ,+ 1 的 最 
小 费 上 用 的 s 一 1 可 行 流 。 定 理 得 证 。 

定理 7,1 和 7.2 论 证 了 最 小 费用 方法 的 正确 性 。 综 上 可 知 , 求 最 小 费用 的 最 大 流 , 关 链 在 于 
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波 已 知 的 具有 值 了 ,<r 的 最 小 费用 流 .和 ， 找 出 一 个 最 短 s-f 链 =, 即 具有 最 小 费用 的 增值 
链 。 于 是 在 保持 最 小 费用 的 条 件 下 , 得 到 值 为 1,,, + 工 的 最 小 费用 的 流 .9 +1(z) 。 显 然 只 要 
在 x 的 向 前 弧 上 的 向 前 流 未 达 饮 和， 而 向 后 流 均 为 正 的 条 件 下 ，# 作 为 关于 流 现 的 最 短 性 就 
保持 不 变 。 

推论 7.1: 若是 一 个 值 为 RT, 的 最 小 费用 流 ，" 是 关于 .的 最 短 s-t 链 ， 则 多 十 
4 (wr) 是 一 个 值 为 # 二 4 的 最 小 费用 流 。 其 中 a =1,，2,…，c (7 0)。 

证 明 ， 沿 着 zf 增加 a =1，2,…,c 《zr) 单 位 的 流 ， 所 得 的 流 8 +a(7) 显 然 是 可 行 的 且 有 值 
上 + 4， 也 是 最 小 费用 的 。 倘 若 存 在 一 条 s-t 链 x 使 

hg tao I + lal)r+t1(r’)) 

则 对 于 流 禾 + (e 一 1)z 而 言 ，z' 比 7 更 短 。 但 对 4 的 一 切 可 能 值 , 在 x 上 附加 单位 流 的 绍 用 总 
是 相间 的 ， 故 对 称 流 应 有 8[1(r ) J<h[(17)]， 此 与 "关于 为 最 短 怖 盾 。 


四 、 推 广 


在 上 面 我 们 定义 h(i, 门 为 绪 (i,7) 上 通过 单位 流 的 费用 是 一 个 常数 ,因此 当红 上 有 流 
f 有 (让 时 ,(i, 门 弧 的 费用 为 hi, 站 "了 Gi, 门 。 今 设 红 蛋 ,站 的 费用 &[f(i, 门 ] 依 圳 于 流 f i, 让， 
县 为 了 G，, 力 的 凸 函 数 ， 满 足 条 件 ， 

若 7G, 门 一 0 则 拒 FG, 访 3]= 0， 并 将 hCf (i, 让] 简 记 为 Cf)。 
这 样 一 来 就 要 从 新 定义 增值 和 减 值 的 概念 ， 


， 及 (了 +1D -hf) 若 0O 所 Jf GD<eG,j)) (7.230) 
“06D i 否则 . (7.236) 
J {tn 若 f (1 ,D>0 (7.240) 
' oo 否则 (7.246) 


须知 我 们 曾 要 求 增值 非 负 、 减 值 非 正 。 对 于 上 述 推广 仍然 清 足 这 些 要 求 ， 为 此 只 要 细 审 
此 函数 h( 了 ) 的 意义 : . 
由 廿 荡 数 定义 ， 对 于 任 二 数 41 之 0，4s 之 0， 当 4;+4s== 1 时 总 有 
ROATit arr EA A(T) + A hrs) {7 ,25) 
今 取 
ze=f+l, z=0, ,=f/(f +D, 4A.=1(f + 
则 得 


hE TA + DSHS +D 


所 以 hf 有 二 hCf +1)， 从 而 wu (i,7) 非 负 。 这 同时 证 明了 ZG; ,四 非 正 。 

关于 有 效 长 度 的 定义 ， 在 重新 定义 了 ui, 站 及 ZA (i, 门 之 后, 有 效 长 度 在 形式 上 与 以 前 一 
笠 。 对 于 推广 了 的 单位 路 径 最 小 费用 方法 的 用 法 请 看 下 列 例 子 。 

例 7.4， 在 图 7 一 40 中 每 一 绝 上 所 给 之 权 为 ali, 门 , 纺 (i, 门 的 费用 函数 为 cG, 力 了 24， 
门 。 并 设备 线 上 的 容量 都 是 1， 而 在 图 7 一 4c 上 所 给 流 为 初始 最 小 费用 流 。 名 绒 上 的 增 信 
和 减 值 依 序 标 在 图 ? 一 46 上 。 在 (1,1) 弧 上 的 增 信 是 5.(1)* 一 5. (0)* =5。 所 以 沿 着 由 弛 (s， 
2)， (2, 起 及 (1, 耻 增加 一 个 单位 的 流 ， 此 路 的 有 效 长 度 为 4+ (一 2) +5=7 。 最 后 所 得 流 表 
示 在 图 7 一 4d 上 。 

为 了 证 阴 用 “单位 链 最 小 费用 流 方法 ”产生 最 小 费用 的 整数 流 。 我 们 看 出 唯一 需要 改动 
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Ve 


加 7 一 4 上 旺 落 数 费用 图 


的 证 明 是 引 理 7.2。 
引 理 7.4， 设 定义 在 弛 集 U 上 的 费用 函数 有 [了 (i, 了] 是 西 的 ， 满 足 条 件 h(0) = 0 。 若 
于 ， 多 和 .和 是 s-t 流 ， 又 儿 和 , 罗 是 保 形 的 , 则 


RAF tH)—hF +H)Ph(GF + YH)~h(F) 


证 月 ， 设 fi, 门 汪 0 ，&G, 们 之 9(i, 介 及 多 与 党 的 保 形 性 质 ， 可 知 9Gi, 站 之 0， 
(i, 门 之 0 或 者 9(i, 站 夺 0， kG, 0o 
当 h(i, 放 之 9(i, 让 之 0 时 ,二 +9 太 +k 和 f+9+h。 由 于 hl 有) 的 吓 性 ， 取 z=. 


aa 时 。 由 公式 (7.25) 得 
hf HAS TSE AN + EF +9+h) 07.26) 


着 取 “zi 了， ms 一 /9 有， 一 -5 和， hs 一 下 9 记 ， 则 由 公式 (7.25) 得 


hf+D SEE (N+ E+ 9th (7.27" 
将 式 (7,26) 与 (7.27) 相 加 得 所 欲 证 ， 
hf Hh)+ACF + OSC +hCF +9+h) {7.28) 
而 当 g 人 ,门生 RG 门 科 0 时 ， 丰 +9+RSFTg9SF+RSF， 此 时 到 xz1= f+9+&， 
9 k 


wf, horh: he gtk 


"135， 


另 取 wf +194kh, w=f， i 一 -Eh 

将 上 列 二 式 分 别 代 人 公式 〈7.25) 之 后 相 加 ， 同 样 可 得 式 《7.28) ， 

即 : hf +IthR) hf +DPAS th — hf) (7.29) 
引 理 得 证 。 


第 二 节 图 上 的 距离 


由 图 上 两 顶点 间 的 路 长 概念 ， 可 导出 图 上 任 二 顶点 间 的 虐 离 概念 。 我 们 在 定义 4.2 中 已 
有 定义 。 这 里 结合 有 效 长 重复 如 下 ， 

定义 7.6， 设 {74,，*…，7},,} 是 图 上 联接 顶点 vs 和 vs 闻 的 路 径 集合 ， 则 v4 与 癌 的 
距离 d (uv 定义 为 


dereD= Tin flrs, | 
8 


在 不 致 混淆 的 条 件 下 ， 将 (uru) 略 作 due 
对 于 无 向 图 显然 有 di.， 二 dt， 而 对 于 有 向 图 则 不 能 要 求 dy 一 dwrf。 同 时 为 了 逻辑 上 的 
方便 ， 约 定 d (vi,v1) =d 4, == 0 。 而 当 顶 点 0 ;与 9 , 同 无 路 径 可 达 时 , 则 约定 d (v1,v4) 一 o0。 
我 们 可 以 用 一 个 所 谓 的 距离 短 阵 乡 =[d ,yj]* 表 示 出 图 上 各 点 间 的 卫 离 ， 它 的 一 般 元 dv 
表示 顶点 v ,与 7 间 的 下 离 。 由 上 列 说 明 可 知 急 的 主 对 角 线 上 的 元 素 均 为 零 。 当 图 为 无 向 
时 ， 儿 为 对 称 的 。 由 第 四 章 第 三 节 的 最 短路 径 方法 
可 得 无 向 图 7 一 5 的 距离 箱 阵 多 为 ; 


0 1 2 3 2 
1 0 3 2 1 
B=|12 3 0 2 3 
3 2 2 0 1 
2 1 3 1 0 


对 于 一 个 已 给 图 ， 容 易 找 到 它 的 距离 眠 阵 今 。 
反之 , 若 已 给 一 个 8xm 阶 的 所 阵 纺 ,那么 如 何 判断 它 
作为 距离 答 阵 的 实现 性 ? 即 在 什么 条 件 下 存在 一 个 . 园 ? 一 5 距离 短 阵 
图 G 使 它 的 了 距离 矩阵 就 是 多 昵 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 7.3， 一 个 nxn 阶 的 、 具 有 实 的 非 负 元 的 类 阵 多 = [d,.1] 是 一 个 图 的 距离 短 阵 的 充 


分 必要 条 件 为 ; 
la) doe 一 0， 了 12 
(Cb) dt diu2d se i ,R=1,2,°% ,mn 


证 明 ， 条 件 是 必要 的 ， 实 因 条 件 (a) 即 定义 中 约定 的 内 容 。 而 C5) 说明， 从 vw, 经 v2 到 v4, 是 
一 条 从 v1 到 v4， 的 路 ， 这 显然 是 正确 的 断言 。 

以 下 证 明 条 件 的 充分 性 。 由 少 按 下 列 方法 构造 一 个 图 G *， 

描 个 顶点 并 把 它们 标 为 01 ,vs,…,v,。 对 于 少 的 元 d,s 联接 一 条 权 为 di./ 的 、 由 vi 到 ov; 的 


* ”在 第 二 章 定义 2.41 中 所 说 “了 路 长 ”是 指 路 上 弧 的 数目 ， 而 在 第 四 章 定义 4,2 中 是 指 自然 长 度 。 这 里 的 定义 更 为 广 
文 。 
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弧 。 设 G “的 距离 抢 阵 为 区 "一 (d (站 )。 显 然 d4S dy 倘若 G' 不 是 多 的 实现 ， 则 存在 ¢ 和 j 
使 di,, 必 dit。 这 表示 在 G 上 存在 一 条 i-j 路 p=;,/， 使 ((P')<<d ,1。 ， 

设 忆 全 是 G' 中 最 短 的 计 j 路 。 我 们 按 B1, 中 弧 的 数目 ,使 用 归纳 法 来 证 明 1(P?,)) = d iy 对 
于 一 切 i, /成 立 。 由 单一 弧 (i,7) 宰 成 的 i-j 路 P1 ,显然 洲 足 条 件 1(p1) 一 dy 一 dy。 今 设 对 
于 一 切 包 含 & 一 1 条 弧 的 最 短路 径 P1 .都 有 HP 和) 一 dy (kn )。 设 D1,; 含 有 条 缴 ， 则 因 
Piw= 了 1,.U(r, 门 。 歼 由 归纳 假设 (Pp1.,) = dy 叉 因 为 弧 (r, 门 的 权 为 d,,1， 所 以 1(P1,s) 
二 d 二 d,w>d i:， 由 此 推出 d 人 .之 dy。 注 意 已 有 结果 d 坟 /ds， 效 必得 dy 一 ao 
即 急 ' = 多。 

虹 离 甜 阵 可 实现 性 的 条 件 只 浇 明 凡 满 足 定理 7.3 中 的 条 件 (a) 和 (5) 的 抢 阵 都 可 实现 。 即 
存在 图 G 使 其 距离 矩阵 为 多, 其 唯一 性 如 何 ? 答案 显然 是 否定 的 。 例 如 G 的 距离 矩阵 为 时 ， 
我 们 在 G 的 任意 再 个 顶点 v1 与 0; 之 闻 加 入 一 条 长 度 为 d,./+ 1 的 弧 ， 则 所 得 新 图 G 显然 与 G 
有 共同 的 距离 矩阵 。 

由 上 列 关 于 非 唯一 此 的 说 明 ， 提 出 一 个 新 闻 显 ， 破 坏 唯一 竹 的 是 图 中 多 放 人 了 一 些 “ 过 
长 ”的 颖 ， 倘 若 排 除 “ 过 长 ”的 缴 ， 那 么 就 能 保证 实现 的 唯一 性 。 首 先 我 们 把 “过 长 ”的 概 
念 确切 化 。 

定义 7,7， 若 图 G 的 弧 (f, 旋 的 长 度 !(Gf, 旋 满 足 条 件 ，“ 存 在 顶点 vw 蕊 {v,,vs} 使 1G 站 
之 d wt do” ， 则 称 此 弧 为 多 余 的 。 

定理 7.4， 若 1- 图 G 是 x xn 的 降 离 矩阵 乡 的 一 个 实现 ， 且 G 中 无 多 余 的 颖 ， 则 G 是 唯一 
的 。 

证 明 ， 倘 车 存在 另 一 个 不 同 于 G 的 n 阶 图 G'， 它 没有 多 余 的 弧 ， 且 也 以 多 为 距离 矩阵 。 
由 于 G 与 G' 不 同 ， 故 下 列 二 情况 至 少 朋 一 种 发 生 ， 

《Cay G 中 的 疆 wG, 访 与 G“ 中 的 弧 27 (i, 站， 有 不 同 的 非 堆 长 度 1(: ,了 ) 1 (i, 7)。 
(5) 不 失 一 般 性 可 设 G 中 有 弧 (i, 让 而 G' 中 无 相应 的 绒 。 

但 由 于 G 和 G “中 都 没有 多 余 的 弧 , 获 [Gi, 让 二 d (1, 让 =1(i, 站 ,所 以 情况 (a) 不 会 发 生 。 
另外 ， 由 于 G 中 有 红 台 ,六 而 G 中 没有 ， 故 存在 顶点 v4 使 ds 二 dy 一 Ga， 于 是 1, 门 一 
di dj， 这 表示 G 中 弧 G, 旋 是 多 余 的 ， 从 而 (B) 也 不 会 发 生 。 此 与 (a) 和 (6) 之 一 发 生 矛 
盾 。 


三 节 距离 朱 阵 的 最 优 实现 
上 一 节 寺 论 了 蜡 离 乱 阵 实现 的 可 能 性 与 唯一 性 的 阿 题 ， 这 一 节 将 讨论 最 优 实现 的 疝 题 ， 


一 、 最 优 实现 问题 的 意义 
例 7.5， 在 图 7 一 6 e 和 7 一 68 中 ， 它 们 的 距离 矩阵 都 是 乡 ， 然而 (a) 图 与 (8) 图 各 驱 的 
总 长 度 却 是 不 同 的 ，1(G,、)<1(G,)。 
| 0 2 3 
B= 2 0 2 
| 3 2 0 
定义 7.8， 设 为 一 个 距离 矩阵 ， G( 儿 ) 为 9 的 实现 的 爹 体 图 所 成 集合 ,1(G) 表示 图 G 边 
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的 总 长 度 。 若 图 G, 满 足 条 件 ， 1 一 9， 则 称 Go 为 乡 的 最 优 实现 。 
Sg 


由 上 一 节 我 们 知道 ， 一 个 有 多 余 边 的 图 当然 不 是 最 优 实现 。 又 由 定理 7.7 可 知 距 离 矩 阵 
的 无 多 余 边 的 实现 是 唯一 的 。 由 例 7.5 可 知 ， 一 个 距离 抢 阵 的 最 优 实现 ， 需 要 打破 图 的 阶 数 
1 等 于 矩阵 的 行 ( 列 ) 数 的 限制 , 即 允 许 在 图 中 添 入 若干 “内 点 ”, 如 图 7 一 68 中 来 标号 的 点 。 
为 了 加 以 区 别 ， 称 与 乡 的 行 相应 的 顶点 为 “外 点 ”。 


VY 他 


(9) G。 th 


图 7 一 6 最 优 实 现 


一 般 来 说 ， 找 乡 的 最 优 实现 是 一 个 尚未 得 到 解决 的 问题 。 我 们 在 这 一 节 里 仅 就 无 向 图 讨 
论 若 干 特 款 。 首 先 应 当 指出 多 的 实现 的 无 限 性 ， 倘 若 G 为 多 的 一 个 实现 ， 则 可 在 G 的 各 边 上 
加 入 任意 多 个 内 点 ， 所 得 新 图 也 都 是 多 的 带 有 内 点 的 实现 。 因 此 为 了 排除 这 种 素 联 边 的 情 
况 ， 以 下 约定 每 一 个 实现 的 内 点 的 次 数 至 少 为 38。 在 合 7.5 中 所 显示 的 事实 有 普遍 性 ， 若 夕 能 
由 顶 了 来 实现 ， 则 了 是 多 的 最 优 实现 。 在 这 里 我 们 首先 证 明 树 实现 的 唯一 性 。 

定理 7.5， 若 多 可 以 由 树 T 来 实现 ， 则 T 是 多 的 唯一 的 树 实 现 。 

证 明 ， 人 以 下 按 多 的 阶 数 z 用 归纳 法 来 证 明 。 若 多 是 2 x 2 的 矩阵 ， 则 定理 显然 成 立 。 今 
设 定理 对 于 (一 1) x (n 一 1) 的 矩阵 成 立 。 设 多 是 一 个 nxr 的 矩阵 ， 并 设 顶 点 0, 的 次 数 为 1 
(必要 时 将 多 的 行 及 列 作 调整 )。 用 多 * 表 示 多 的 首 (n 一 1) x (4 一 1) 的 主子 阵 。, 若 树 了 为 9 的 
一 个 实现 ， 则 必 时 致 2* 的 一 个 实现 T* 。 由 归纳 假设 T* 是 唯一 的 ， 往 证 将 v, 联 到 T* 上 的 方 
法 也 是 唯一 的 。 人 人 

今 设 以 边 [4,z] 将 0, 联 到 T* 上 得 ,以 Cn,5] 将 0, 联 到 T* 上 得 T， 且 也 是 多 的 酝 实 现 。 

显然 T* 有 点 v4 使 在 T 上 有 〔 注 意 酝 上 任 二 点 间 有 唯一 链 》 


d=1Cn, T+ d,s (7.30) 
从 
而 在 了 上 有 

d=in YI+t dv vs) + dv v0) (7.31) 
从 而 得 tn, yj+ dCvys vs) =iCn, (7.32) 

同 理 可 取 T* 上 的 顶点 v1 使 在 T 上 有 
d,s=iItn, It+d (lv v5) + d (vs v7) (7.33) 
在 企 上 有 d=iCn, y+ dlvs, vi) (7.34) 

由 以 上 二 式 得 

ln,zItad(v,, v0) =Itn,y] (7.35) 


比较 式 (7.32) 与 (7.35) 得 
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dlvs, 05) = 0, In,rl=itn, Y) 
这 就 证 明了 将 w 联 到 T* 上 的 唯一 性 ， 从 而 定理 得 证 。 


二 、 最 优化 方法 


若 名 满足 定理 7.3 的 条 件 则 可 实现 ， 倘 若 G 为 多 的 一 个 实现 , 我 们 在 本 段 提供 一 种 减 缩 G 
的 总 “长 度 ”/《G) 的 方法 ， 基 本 减 缩 国 方 法 。 我 们 重复 使 用 此 方法 来 逐步 碱 缩 多 的 实现 的 
总 长 度 。 但 当 此 方法 终止 时 并 不 能 保证 所 得 到 形 为 最 优 的 ， 须 将 此 方法 稍 加 修改 ， 方 可 产生 
最 优 酝 。 

设 多 的 实现 GG 上 有 三 条 边 [i, 门 ，[j,&] 和 [&, 门 ， 满 足 条 件 ; ， 

I 7) + HC, RIICi, Ry, ICF, RYTICR ,III ,i)], Chi I I>ICh, 1 
则 在 将 G 中 这 三 条 边 取消 而 加 入 一 个 内 点 vs 之 后 ， 依 次 用 下 列 各 边 代 替 它 们 而 得 新 图 G': 
Lz,id, Cx, 和 Cz, &], 


并 赋予 各 边 的 长 度 如 下 ; 
Ize {+I Ii 


Cz, = CHI, IC hI) 


Cz, k= {Ch + Ch, 1 IC, 7)}, 
显然 G' 也 是 9 的 实现 ， 而且 
(GY) =1HG) -UC I, I Ck} LG) 


当 儿 的 实现 G 上 没有 上 列 性 质 的 三 条 按时， 可 以 加 和 一 条 虚 边 使 上 列 缩减 法 得 以 施行 ， 
如 图 ?一 8。 


pa 


‘a 
《DB) G’ 


图 7 一 ? 减 缩 图 


例 7.6: 图 7 一 8 4 之 图 G 为 乡 的 一 个 实现 。 其 中 [5,2] 为 一 个 庶 边 ， 于 是 [5,2]、[2,3] 
及 [3,5] 构 成 一 个 基本 减 缩 图 ， 故 可 添 人 一 内 点 将 G 减 缩 为 G'。 此 时 G' 不 能 再 应 用 基本 减 
缩 圈 方 法 ， 然 而 它 并 不 是 最 优 的 ， 如 图 (c) 中 之 G* 较 G' 更 好 。G* 可 在 G 中 不 加 虚 边 [5,23 
而 加 已 边 [2,13 获 得 。 

硅 于 多 的 树 实现 是 最 优 实现 将 在 定理 7.8 中 证 明 。 下 面 给 出 以 树 〈 若 可 能 ) 实现 多 的 方 
法 。 

设 多 和 ?是 乡 的 前 ix i 主子 阵 ,于 是 车 多 可 以 用 树 实 现时， 多 人 小 也 可 以 用 树 人 (中 实现 。 


个 了 俏 
Ul 
# 
7, 
外 Vs 
(OG, IG)=14 BIG, KG =13 0G GI* a12 


图 7 一 8 基本 减 编 较 方 法 


从 多 5 开始 设 其 实现 为 树 T2?， 联 接 wi 和 us 的 边 [1,2] 并 设 ds 一 区 1,2]。 在 了 2 上 找 一 
点 vx 并 联接 [vsa,ux] 得 乡 (?) 的 实现 T'?)。 将 此 手续 一 直 继 续 到 底 。 
例 7.7:， 已 知 距离 矩阵 多 ， 求 其 树 实现 。 


0 3 5 4 5 
3 0 6 5 6 
B= 5 6 0 5 4 
4 5 5 0 3 
5 6 4 3 0 
3 {: WM 2 
Vie 
' 他 好 他 
cup = 
(a Te 0801T 


图 7 一 9 ”实现 树 方法 


0 3 5 4 

、 10 3 5 | 
se 人 |] same)s wo 
\ ’” 15 6 o |， ” 
45 5 0 


我 们 首先 实现 乡 的 前 2 x 2 的 主子 阵 多 ‘*)， 其 结果 T'*? 见 图 7 一 9 的 (a) 图 。 然 后 在 
T 了 G3 上 加 和 人 vs， 并 实现 多 的 前 3 x 3 的 主子 阵 多 92， 其 结果 了 55? 见 图 7 一 9 的 (58) 图 。 接 
着 就 去 在 了 3? 上 加 和 人 顶点 v4 以 求实 现 T‘') 等 等 。 实 现 前 两 步 T5:) 及 T‘*) 是 很 方便 的 ， 但 为 
了 在 T‘*) 上 加 和 v4， 首先 应 当 确 定 在 哪 条 边 上 添加 一 个 衔接 内 点 v.。， 假 设 v,, 在 [v1 ,vs 
上 ， 距 v1 的 距离 为 x, 则 应 由 
和 4 
(3— £2) + 02 = d,s= 5 


“id0 
解 得 z: 一 1，os= 3。 但 此 时 d(us,uJ 一 os+ 4 一 3+4=7 关 da 一 5， 所 以 zs 
不 在 [1,23 上 。 今 设 u:。 在 [os,，us] 上 ， 则 应 由 
1 4 
4 一 Za 十 0 一 de 一 5 
解 得 zs 一 1，@s 一 2。 此 时 d[vs,04]=2+1+2=5 = ds,。， 所 以 得 到 4 个 顶点 的 树 
T 5 人为 多 4 的 一 个 实现 ， 见 图 7 一 9 的 (c) 图 。 
为 了 把 vs 联接 到 T(4) 上 去 ,依次 假设 衔接 点 zs 在 [1,2] 上 或 Lu ,val 上 或 Cv。,。，v4] 上 。 
相应 地 得 到 三 个 方程 组 


工 》 


和 5 

《3 一 zs) 十 Os 一 ds 一 6 

解 得 zs 一 los= 4、 但 aq[bs,vs]= 一 443 一 7 兰 dae 
1 
Xs 十 4 二 d s,s 二 4 

解 得 zs 一 2，os 一 2， 但 d[yi,vs]=2+1+2=53d ,es 
2 

(2 一 zs 十 oa 一 ds 一 3 

解 得 zs 一 1，ms 一 2， 但 dafus,vs]=3+1+2=6sdsye 
所 以 ， 昌 然 乡 ‘4 可 以 由 树 了 ‘4 实现 ， 但 乡 却 不 能 。 


E) 


UW) 


三 、 树 实现 的 最 优 性 


上 段 讨论 了 树 实 现 方法 ， 现 在 来 论证 树 实现 的 最 优 性 。 
定义 7.9， 若 图 G 的 顶点 us 满足 以 下 条 件 ， 则 称 uw 为 G 的 紧 顶 点 ， 存 在 G 的 上 距离 矩阵 多 的 


一 个 元 qd ,使 


dis=d(v ,v5) + d (vs, 1) iP,， ip。 


关于 最 优 实现 的 性 质 有 以 下 定理 。 

定理 7.6: 若 虐 离 矩阵 乡 的 最 优 实现 为 G， 则 G 的 每 一 个 次 数 大 于 1 的 外 顶点 都 是 紧 的 。 

证 明 ， 倘 若 存 在 G 的 一 个 外 顶点 ye， 它 的 次 数 大 于 1 ， 但 不 是 紧 的 ， 往 证 G 不 是 最 优 
的 。 

1) 设 顶 点 ve 及 v, 属 于 vs 的 可 达 集 ，{ve,v,} CROvs)， 且 ve 和 vw 与 0s 相 分 。 由 于 us 不 
是 紧 的 ， 故 当 G 中 有 边 [ve,v.J 时 有 ， 

d(vr 0) dv vs) + d (vs, 0.) 

由 于 dv vn) Cd (ve vr) + dv., v9) 

及 d{vey Vr) Cd (ve, Vo) + dvs, ve) 


或 者 同时 成 立 ， 或 者 有 一 个 不 成 立 。 在 前 一 种 情况 下 可 以 用 基本 减 缩 畴 方法 ， 在 后 一 种 情况 


GG 有 多 余 的 边 ， 故 无 论 如 何者 不 是 最 优 的 。 从 而 GG 中 无 Lve,v,] 边 。 
2 ) 由 于 Cvs,v,J 不 在 G 旦 ， 今 由 G 构 造 一 个 新 图 G 和 ， 将 [ve,9,J 加 在 人 G 中 ， 并 令 其 权 为 


Dos 


@o—=maxtd viv) dv ve) 一 de) 0 
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设 G“ 的 距离 矩阵 为 多 "一 (df1)。 显 然 d1 宝 dry， 进而 指出 对 一 切 1 7 全 有 df 和 一 de 
倘若 不 然 ， 则 至 少 有 一 个 元 设 为 dd。 这 就 是 说 ， 将 [us 加 人 之 后 把 gd 减 缩 为 
dr 故 必 有 

diu=d(y v0) + Ot dv,, De) 
由 定义 Bod (V0) ~ d (v0) dv 0,) 

从 以 上 二 式 得 

dd (9,,.0) =d,,. 
此 与 41, 必 d,,, 矛 慎 。 所 以 B= 多 '。 
3) 以 下 证 明 @o<<d (ve,v5) ++d(v,,v,)。 
由 于 vs 不 是 紧 的 ， 故 有 d (ou dv,,05) +d (vs,01) 
由 于 多 的 可 实现 性 条 件 ， 必 有 
d (ys vs) Ed (vy ,V0) + d (ve vo) 


和 d (vo v) Ed (v0) t+ dv,, v1) 
综合 以 上 三 式 可 得 
dv ovo) dv va) td v0) + d (vv) + d {vr ve) 
或 d (Vb) — do, v0) ~ dv 0) Cd (va Vp) + d (vn, v0.) 


由 于 图 的 有 限 性 ， 可 以 认为 bu, 和 u, 的 选择 使 上 式 之 左 端 为 ww， 从 而 得 
Ood (ve vo) td (vr) 

4) 往 证 G 不 是 最 优 的 。 因 为 @u<d(us,up)+d(urur)， 若 [P, 9] 与 Cr,P] 之 一 为 多 
余 的 ， 并 从 G“ 中 将 此 多 余 的 边 消除 ,所 得 新 图 G* 也 是 多 的 实现 但 1(G*)<1(G) .倘若 以 上 两 
条 边 都 不 是 多 余 的 ， 则 由 基本 碱 缩 方 法 可 由 G “得 G*+， 而 使 KG?) = GOD- 一 {oo + 
[9,P1+iCr, Pp， 又 因 ®o<IC9, PI+ Ir, Pl, 所 IGY)<IG) ~ w=l(G), 

综合 以 上 四 步 可 知 ， 当 多 的 实现 G 有 次 数 大 于 1 的 、 非 紧 的 外 顶点 时 ,G 不 是 最 优 实现 。 
从 而 定理 得 证 。 

这 个 定理 及 其 证 明 方法 表明 ， 只 要 是 多 的 实现 G 中 有 非 紧 的 、 次 数 大 于 1 的 外 顶点 ， 就 
可 以 在 G 中 加 入 权 为 20, 的 边 ， 而 后 去 掉 多 余 边 或 用 基本 减 缩 轿 方法 得 到 较 G 为 优 的 实现 G*。 
现在 转 而 讨论 最 优 实现 的 一 个 充分 条 件 。 

设 儿 是 一 个 距离 矩 隆 ，a 为 一 个 非 负 和 实数， 定义 矩阵 多 , (a) =[d #14] 如 下 s 


f a 若 Pi,， 9 
di de 一 若 了 =i 或 9=i 
1 0 若 p=9 


芭 下 引 理 指出 多 ,(o) 是 一 个 距离 矩阵 时 ，4 取 信 的 范 
引 理 7.5， 必 ,4) 是 一 个 距离 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 


1 
a dnt dn — der) (7.36) 


对 于 “pasiy， rssb Pir 一 1，2，，1 或 立 。 
证 明 ， 必 要 性 。 
销 若 存在 ws 及 uv 均 异 于 yo 但 o> -dos + dis -dos ) ， 则 有 do > (dora) 


+(div 一 G)。 所 以 由 定理 7.3 可 知 今 ,(9) 不 是 距离 矩阵 。 
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今 证 充分 性 。 
为 此 只 需 证 明 对 一 切 9 昼 有 
二 {7.37) 
对 Pr= 1 ,2,…，7 均 成 立 。 着 Pi，r 关 i，4 半 1 则 沁 乡 ,(q) 之 定义 及 多 为 距离 矩阵 ， 由 定 
理 7.3 可 知 式 (7.37) 成 立 。 若 P 二 i 或 + =i 之 一 成 立 而 493i， 则 式 (7.37) 仍 成 立 。 若 9 计 店 ， 
P=r 二 1 时 ， 式 (7.37) 变 为 


(di—a)+(d, 一 0 六 0 


或 di . 
这 由 式 〈7.36) 中 令 P=r=9 立 得 。 若 4 二 i?，P 半 i， 大 i， 则 式 (7.37) 为 (ds. 一 a)+ 
(dr 一 0) 守 dy,,， 这 就 是 式 (7.36)， 放 成 立 。 若 9 二 1 、 而 P= 让 或 r= i ， 划 式 (7,37) 也 
显然 成 立 。 

引 理 7.6; 令 ao =min{ dpet di ow) /2}, 则 多:(0) 是 距离 矩阵 的 充分 必要 条 件 为 


Piror 


0<a 和 cao。 

证 阴 ， 这 是 引 理 7.5 的 必然 结论 。 

设 Gi(q) 为 1(0) 的 一 个 实现 , 刘 按 下 列 方法 由 G;(a) 所 得 之 图 G 必 是 多 的 实现 ; 将 41 加 
在 G,(a) 中 ， 并 以 Cv,,v 们 将 v1 及 v ,联接 起 来 ， 并 赋予 Cv,,v 仆 以 权 为 <。 于 是 将 0, 视 为 G 的 
内 点 ， 而 将 v1 视 为 G 的 外 点 时 ， 则 GG 为 儿 的 实现 。 把 由 Gi(a) 得 到 G 的 这 个 手续 叫 作 还 原 。 

定理 7.7， 设 Gio) ,0 护 qKqo 是 多 ,(0) 的 一 个 最 优 实现 ，G 为 G,(9) 的 还 原则 G 为 多 
的 最 优 实现 。 

证 明 ， 若 a = 0 则 定理 显然 成 立 。 今 设 c>> 0 ， 首 先 往 证 若 G* 为 多 的 一 个 最 优 实现 时 ， 
则 G* 的 第 ; 个 项 点 ww 的 次 数 必 为 1。 倘若 d tuD 六 2， 则 由 oo 的 定义 可 知 


ad 


又 因为 0<a<ao， 所 以 dotd,>ad 


于 是 ui 不 是 G* 的 紧 顶 点 ， 从 而 G* 不 是 最 优 的 。 此 与 G* 为 多 的 最 优 实现 矛盾 ， 故 duD =1。 
悄 若 G,(e) 的 还 原 G 不 是 多 的 最 优 实现 ， 而 G* 是 多 的 最 优 实现 。 则 
(GOHLIG)=ILG (0+ a 
在 G* 中 设 与 v1 相 邻 的 项 点 为 5*。 则 d (vi,va* ) 三 41 之 ga ， 和 否则 就 可 以 在 G* 的 边 
[vf ,vs#] 上 精心 选 册 一 个 点 vu ， 使 [v1,v# 3 二 4。， 我 们 从 G* 中 将 Cv 人 ,v4 ] 去 掉 后 ， 
设 得 到 的 图 为 G? 。 显 然 G# 是 儿 ,(q) 的 一 个 实现 ， 而且 
IG )=1(G#) — a <I(G)— a =I[G,(a)) 
此 与 G,(o) 为 允 ,(a) 的 最 优 实现 相 矛 盾 。 故 必 有 d (vi,vs*) 二 41 必 a。 
因为 dg(ufuos)< ea ， 故 us* 必 是 一 个 肉 点， 所 以 d (vs#) 之 3。 设 从 G* 中 去 掉 Cv1,v.*] 
之 后 所 得 图 记 为 G* (ai) 。 则 G* 的 顶点 vs* 必 是 Glai) 的 第 ?个 项 点 ， 且 G? 《a1) 为 
多 1 必 41) 的 一 个 实现 。 由 于 0 ao, 之 a ， 我 们 再 一 次 得 到 
dpit do > der, Pal WIPEI,rAEi。 
所 以 bv.* 在 G* (a1) 中 不 是 紧 的 ， 这 说 明 G* (a1) 不 是 乡 ,(a1) 的 最 优 实 现 ， 从 而 G* 也 
不 是 多 的 最 优 实现 ， 故 矛盾 。 于 是 G 是 多 的 最 优 实现 。 
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定理 7.8。 若 树 T 为 乡 的 一 个 实现 ， 则 T 是 多 的 最 优 实现 。 

证 明 ， 若 多 是 2 阶 的 ， 则 定理 显然 为 真 。 今 设 多 为 8~1 阶 时 定理 为 真 。 令 9 为 nx# 的 
距离 矩阵 ，T, 为 它 的 一 个 树 实现 ， 且 T, 的 第 上 个 顶点 的 次 数 为 1: d(v,)= 1， 则 多 的 首 
(一 1)x(8 一 1) 主 于 阵 多 "1?， 有 一 个 笠 实现 T, ,为 最 优 。 

设 T. 是 在 T,-, 上 加 入 边 Co,,v。] (其 权 为 96》 将 v, 联 上 之 后 所 得 之 图 ， 其 中 u。 为 T。， 
上 之 点 (不 必须 为 顶点 ) 。 设 v0. 在 T， ,上 的 标记 为 v,， 并 用 T,' 表 示 将 v, 秋 置 在 T,_1 中 的 
点 us' 之 后 所 得 的 图 。 设 多 ‘站 为 Ts 的 sx 和 的 距离 矩阵 ,可 见 2 50" = @,(oaj 由 归纳 假设 
T,- ,为 多 0 5 的 最 优 实现 ,了 是 Go(oo) 的 最 优 实 现 。 故 由 定理 7.7 得 知 T, 为 隐 的 最 优 实现 。 

由 以 上 各 定 悍 可 知 ， 若 距离 矩阵 可 由 树 来 实现 ， 则 此 实现 具有 唯一 性 和 最 优 性 。 而 且 我 
们 提供 了 找 树 实现 的 手续 〈 如 果 有 树 实现 的 话 》 。 


第 四 节 ”图 的 中 心 和 中 位 点 


一 、 中 心 和 中 位 点 的 实际 意义 


图 是 运输 网 、 信 息 传输 网 、 公 用 事业 服务 网 等 等 的 数学 模型 。 在 所 有 这 些 实际 问题 中 都 
有 各 种 不 同 的 最 优 定 址 问题 。 例 如 运输 网 ， 任 何 一 种 待 运 货物 都 村 首先 送 到 最 近 欧 一 个 站 ， 
而 后 才 可 以 到 达 它 的 目的 地 。 假 设 在 某 地 区 有 个 居民 点 ， 它 们 之 间 由 路 段 联接 成 为 一 个 连 
接 图 ， 那 么 应 如 何 选 定 站 的 位 置 ， 才 能 使 总 的 运输 “费用 ”最 小 昵 ? 这 就 是 一 个 确定 图 的 中 
位 点 问题 。 又 如 在 某 地 要 同时 兴建 十 座 建筑 物 ， 那 么 应 如 何 选 定 堆 料 场 才 使 运输 总 虑 褒 为 最 
小 呢 ? 这 也 是 一 个 中 位 点 问题 。 一 

在 评价 一 个 系统 的 好 坏 时 ， 有 各 种 不 同 的 标准 。 除 上 述 的 中 位 点 之 外 ， 还 有 另 一 种 评价 
称 准 ， 即 中 心 问题 。 例 如 为 保证 十 座 同样 规模 和 重要 性 的 油库 安全 , 拟 建 立 一 个 消防 中 心 , 当 
评价 的 标准 为 消防 中 心 到 最 远 的 油库 的 距离 最 小 时， 我 们 所 遇 到 的 就 是 中 心 问题 。 

当 图 上 各 点 具有 同一 重要 性 时 ， 我 们 可 以 把 它们 统一 对 待 ， 但 实际 上 常常 不 是 这 样 。 例 
如 图 的 顶点 为 居民 点 时 ， 显 然 村 镇 有 大 小 之 别 。 因 此 经 常 需要 考虑 加 权 顶 点 的 问题 。 又 例如 
我 们 要 建立 一 个 电话 交换 中 心 时 ， 它 的 最 优 定 址 问题 ， 就 必须 考虑 到 各 站 呼唤 施 发 生 的 强 
度 。 因 为 对 于 高 强度 流 ， 就 必须 使 用 容量 更 大 的 线路 。 因 此 为 了 节约 输电 线 的 造价 ， 就 应 使 
中 心 靠近 呼唤 流 最 强 的 站 。 这 就 是 加 权 的 意义 。 显 然 无 权 网 可 以 视 为 特殊 的 加 权 〈 人 恒 为 1) 
网 。 


二 、 图 的 中 心 


定义 ?7.10， 设 G 一 (V,E) 是 # 个 顶点 的 无 向 图 ， 若 wsE V， 并 满足 以 下 条 件 , 则 称 v, 为 G 
的 中 心 ， 


max {d(vv)}= min { max [Cd(v,,0))))} (7.38) 
1 1 en 


若 令 


ps= max [dl(lv,vi)) 
1 ge 


pe 一 min Pp, 
1 kn 


则 式 〈7,38) 到 下 列 形 式 


1 


pe=pe 
并 称 Pe 为 图 G 的 半径 。P， 为 图 G 在 0; 点 上 的 半径 。 
性 质 7.2， 每 一 个 无 疝 图 G 至 少 有 一 个 中 心 。 设 G 的 距离 甜 阵 为 乡 ， 则 


ps=min {maxdi,i} =minp, 
i Leian 1€ie" 


例 7.8， 求 图 7 一 10 的 中 心 和 半径 。 


首先 束 出 它 的 下 次 拭 阵 。 
vfo 3 6 3 6 4 易 见 ,= 6 二 Pe 
vil3 0 3 4 57 ps=7 
vl 3 0 3 2 4 ps=6—Ps 
vj3 4 3 0 57 p=7 
vl6 5 2 5 0 2 ps= 6 一 pe 
pl4 7 4 7 20 pe= 了 


从 而 图 的 中 心 有 三 个 ，ui,bs 和 us。 半 径 Pe= 6。 

设 1(1)，…，A(m 分 别 为 G 的 顶点 wb，…，% 上 的 权 ， 固定 的 非 负 实数 。 (让 可 以 是 
由 中 心 v。 到 达 v, 的 某 种 测度 ， 也 可 以 是 v1 内 部 结构 的 某 种 指标 。 考虑 到 这 些 权 ， 图 的 中 心 的 
概念 就 应 作 如 下 的 推广 。 

定义 7.11， 称 P ,Ch) =maxCh (i do 
为 图 G 的 依 权 有 在 vs 点 上 的 半径 。 并 称 Po Ch)=migp,(h) 
为 图 G 的 依 权 h 的 半径 。 而 称 满足 下 列 条 件 的 点 u- 为 G 的 依 到 h 的 中 心 ， pc( 朋 一 Pe(Cp)o 

在 关于 中 心 的 定义 中 ， 实 际 上 存在 这 样 一 个 问题 为 什么 限定 在 图 的 顶点 上 找 景 优 地 址 
呢 ? 在 图 的 其 它 位 置 上 《 即 在 图 的 边 上 》 能 否 找到 更 好 的 点 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 显 然 我 们 还 
可 以 提出 在 其 它 条 件 下 的 最 优选 址 问题 。 读者 可 以 按 自己 的 实际 问题 提出 并 解决 某 些 特 殊 问 
题 。 为 了 对 此 获得 深刻 印象， 我 们 再 来 审查 图 7 一 10 的 最 优选 址 问题 。 


图 ?一 10 图 的 中 心 图 ?一 11 图 上 的 地 对 中 心 


在 图 ?一 11 的 e; 边 上 我 们 选 定 了 一 个 zo。， 可 见 Ps。 一 dCvi,70) 二 5 Pa, 也 就 是 说 ， 当 
多 许 把 中 心 选 在 G 的 其 它 点 上 时 ， 图 会 有 更 小 的 学 径 。 我 们 将 此 概念 精确 化 如 下 。 
定义 7.12， 图 G( 边 ) 上 的 点 下 满足 下 列 条 件 时 ， 叫 作 图 G 相 对 于 让 (") 的 绝对 中 心 。 
,mash d Xo 0 I mint ma hd X00 


为 了 进一步 讨论 雹 对 中 心 ， 我 们 引入 以 下 概念 。 
定义 7.13， 图 的 e， 边 上 的 点 半 。4 满 足以 下 条 件 时 ， 称 为 G 的 局 部 中 心 ， 
四 8 CAOOAX os VI = min{maxth( dX, v0))} 


rh LS 


局 部 中 心 的 意义 是 把 中 心 限定 在 ev 上 时 ， 它 与 图 上 最 远 的 点 为 最 近 。 当 图 的 局 部 中 心 的 
集合 确定 之 后 ， 绝 对 中 心 在 * 就 可 以 由 { 式 。， 万 os，…， 在 。 路 中选 出 : 
四 二 Ch dX v0 I= mintmaxth(d) da Xo,v00)» 


并 称 上 列 数 值 为 绝对 半径 ， 记 为 re。 由 于 污 。,&E es， 即 半 4 可 以 是 es 的 端点 ， 从 而 得 下 列 性 
质 。 

性 质 7.2， 图 的 绝对 半径 rc 不 超过 它 的 半径 2e， 

ro&pPe 

以 下 讨论 确定 图 的 绝 对 中 心 的 方法 。 首 先 求 出 各 边 上 的 局 部 中 心 集 { 久 o，， Xts，…， 
天 。} ;而 后 由 此 集中 进取 绝对 中 心 盛 ;最 后 由 区 ,确定 图 的 绝对 半径 re。 为 了 给 出 绝对 中 心 的 
分 析 表 达 式 ， 首 先 研究 出 图 7 一 12 所 显示 的 关系 。 设 b 为 图 G 上 任 一 顶点 ;ex 为 它 的 任 一 选 
定 的 边 。 为 了 求 e, 上 的 局 部 中 心 尤 ts， 首先 在 ex 上 任 取 一 点 万 ， 并 设 它 与 6* 之 一 端 ( 比如 05) 
相距 ( 非 负 实 数 ) 。 这 样 一 来 居 与 图 上 最 远 的 顶点 的 距离 px (h) 就 是 + 的 鸭 数 f(z): 

六 (= maxthGDa(CX ,5)} 


其 中 0 二 z soo， os= ao(ei) 为 ei 之 权 。 太 (z) 就 是 G 的 依 权 产 在 在 点 上 的 半径 。 倘 若 光 o 为 

“六 (zy 奔 [ 0 ,oo 上 的 最 小 点 ， 则 e* 上 与 zk 相对 应 的 点 Xe， 就 是 G 在 e* 上 的 局 部 中 心 。 

今 以 图 7 一 12 为 例 ， 将 上 列 方法 具体 应 用 如 下 ， 

dX,v1) =min{d(X,v) td vr vw); d(Xuo)+d(uaoD)}。 
因为 4 外 ,v5) 一 ，d( 革 ,v9) = 二 04 一 这 故 上 式 为 
d(XoD)=mintz+d(oruD Oo— r+d(vev)}, 0ETEOo 
HVE 
w+ a 


做 


图 ? 一 12 局 部 中 心 图 7 一 13 局 部 中 心 一 


将 dgCX,u) 的 图 形 画 在 图 7 一 13 中 ， 其 中 au 为 以 下 方程 的 解 ， 
Oi— T+tdluev)= r+d(v,v,) 


即 当 0<- {ot do) -dor0)} So 


Gi = ost doe 0) -dbo nn) 
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若 scw 0 或 者 qu,>>@os 时 ， 应 分 别 取 aws= 0 和 cs 一 ous， 有 从 而 有 
z+d(v, v1) 区 0 和 TR 
ak 一 了 二 dosu) 若 accCz 委 on 
显然 AD d(X oo 也 是 由 线性 函数 构成 的 ， 它 由 d ( 装 ,v) 经 改变 尺度 而 得 ， 
及 (DIEZ 二 donv)] 车 0 所 z 魏 au 

A 人 一 ， 

DA X00) {cc a de) 车 qi, ,<TR 
为 了 找 出 局 部 中 心 ， 必 须 在 es 上 找 一 个 使 f(z) 一 CCDd(X,u)] 为 最 小 的 点 


dX ,00 ={ 


六 04, 为 此 首先 作出 hC1) dC 半 ,91) ,有 (2)d (To ,h(n)d (Xv) 诸 函 数 之 图 ,如 图 7 一 
14 所 示 ， 在 [ 0 ,%,] 上 诸 函 数 之 最 大 
值 fi(z) 用 粗 线 表示 在 图 上 。f (xz) 的 
所 有 级 小 点 如 半 65, 均 对 应 于 es 上 的 
局 部 中 心 。 故 对 @G 的 各 边 重复 使 用 此 
手续 ， 则 可 得 怠 的 局 部 中 心 集合 。 绝 
对 中 心 随 之 可 以 定 出 来 。 

例 7.9， 为 了 说 明 找 绝对 中 心 的 
手续 ， 重 新 审查 图 7 一 11, 为 简化 
计 , 设 h(1) 一 上 (2) 一 光一 下 (四 一 1。 


2 Xm 
对 各 边 分 别 求 f(x) 二 max{d (XX， 
Ie 图 ? 一 l4 局 部 中 心 二 
9 中}, Ck 二 1,2,…,8) 的 最 小 值 : 
min f1(z)=5.5; min fs(r)=5.5y 
XE XE 
min f1(x)=5 着 d(X,vs)=1; 
XE 
和 
min fs(z)=5 若 d( 芭 ,v3)= 1 
XE 
且 易 见 f ,Cz) 之 6， f(r) 6, fslr)> 6, f(x) 守 ?7， 大 图 7 一 9 


有 两 个 绝对 中 心 。 分别 在 er 和 es 上 ， 且 绝对 半径 re= 5 。 


三 、 图 的 中 位 点 


为 了 再 一 次 说 明 图 的 中 位 点 的 实际 意义 ， 设 G 为 一 通信 系统 。 图 的 各 边 连 痪 系统 的 各 
种 终端 ， 每 一 个 边 可 供 两 个 特定 的 顶点 间 通 信使 用 ， 每 一 个 边 上 的 权 表 示 它 的 长 度 或 其 它 费 
用 指标 。 设 在 此 通信 系统 中 ， 所 有 信息 必须 经 由 中 心 站 un 处 理 之 后 才能 送 往 目的 地 。 在 确 
定 操作 中 心 时 ， 需 要 把 从 中 心 到 名 站 的 线路 总 长 极 小 化 ，G 中 使 系统 中 的 线路 总 长 为 最 小 的 
顶点 呀 作 图 的 中 位 点 。 

定义 7,14，G 的 顶点 vs 满足 以 下 条 件 时 ， 称 为 图 的 中 位 点 : 


jl 


著 v。 为 图 的 中 位 点 ， 则 


Bd vag) = min Dd (vw) 
len 


PN 


由 中 心 5 到 达 v 的 茶 种 测度 ， 也 可 以 是 0. 内 部 结 移 的 荣 种 指标 。 考 奸 到 这 些 权 ， 图 的 中 心 的 


"147* 


= Fd) 


1 
称 为 图 的 中 线 长 。 

确定 一 个 图 的 中 位 点 和 中 线 长 显然 是 晶 常 生产 和 生活 中 经 常 遇 到 的 问题 。 若 G 的 距离 逢 
阵 为 乡 ， 并 设 


= Da 


di,.= min{d,,.} 
人 
则 vi 为 G 的 中 位 点 ， 而 dh .一 玉 ,为 G 的 中 线 长 。 为 了 党 握 图 的 中 位 点 和 中 线 长 由 马 的 元 素 
确定 的 方法 。 青 一 次 来 审查 图 ? 一 L!t 和 它 的 距离 矩阵 。 易 见 
di,,=22, ds,.=22, ds,.=18, d4,.—=22, ds,.=20. de,.=24。 

敬 上 列 六 个 数 的 极 小 值 为 4，,. 二 18， 所 以 图 7 一 9 的 中 位 点 为 02s， 中 线 长 R,= 18。 

若 考虑 到 权 的 问题 ， 则 中 位 点 、 中 线 长 的 颖 念 应 作 如 下 推广 。 

定义 7.15， 着 G 的 顶点 un 满足 以 下 条 件 ， 则 称 un 为 G 的 依 权 h 的 中 位 点 ， 


Sh adv 二 及 这 ae 


tml 


并 称 
R= i Adu 


为 G 的 依 权 b 的 中 绪 发 。 

着 允许 中 位 点 出 现在 G (的 边 ) 上 ， 而 不 限定 在 顶点 上 ， 那 么 与 绝对 中 心 、 绝 对 半径 相 
应 有 以 下 定义 。 f 

定义 7.18: 在 G 上 的 点 ,六 满足 下 列 条 件 ， 则 称 基 ,为 G 的 绝对 中 位 点 ， / 


尝 


DahdKo d= 之 MDdCX 0 


Te col ‘ 


并 称 R= 守 h0Da 0X00D 为 G 的 绝对 中 线 长 。 \ 


i 


我 们 在 上 一 外 已 经 看 到 绝对 半径 re 和 Ce， 而 且 确实 有 re 所 2e 的 情况 出 现 ， 这 诅 起 说 绝 
中 心 比 中 心 更 为 优越 。 因 此 ， 自 然 会 预测 绝对 中 位 点 应 比 中 位 点 也 更 好 些 。 然 而 我 们 将 证 
情况 并 非 如 此 。 即 中 线 长 重 与 绝对 中 线 长 一 样 。 

定理 7.9， 图 G=(VY, 忆 ) 至少 有 一 个 顶点 u 是 绝对 中 位 点 。 

证 明 ， 设 X 为 G 的 任 一 点 ， 证 肯 必 有 一 个 顶点 v。 使 


加 


盟 


Fh dK 0) 2YHDdtooag 

后 各 
朗 设 光 E ek=[P,9]， 且 顶点 的 编号 清 足 下 列 条 件 ， 从 万 到 uipayw var 的 测 地 线 经 由 uv 
从 下 到 vy4，"，vs 的 测 地 线 经 由 vc。 于 是 


.148 。 
dX vp) + d (vo) 着 i =1,， 2 


(和 . 
人 {od ra 着 i 一 r+1 co， .39> 
之 pa = DAOEAX, v0) + (0,0,)] 
+ DhOCAX, vd) + dv00)1 ) (7.40) 
不 失 一 般 可 设 
Siw> Da C9.41) 
由 于 d( 久 ,00) =qd (wouw) 一 d (六,v。) 愉 而 由 式 (7.40) 得 
BD hdX sy = DadX ,v0) + dy,0)] 
+ 之 hd vv) ~dX, 00) + d (vav)) 《7.427 
了 
由 距离 的 三 角形 不 等 式 ， 
dve ve) td(veo vo) Pd(v,, 9) 
可 由 式 (7.42) 得 
Dad KI) DhDLdAX ,v0) + dv 0)) 
全 二 
+ BD hd (vv) dX, va)] 
将 上 式 右 端 改变 次 序 得 
DE hd 0) Dh d Goo00 + [DhD- 了 GD] dX so) cssy 
所 i er rl 


由 式 (7.41》 可 知 式 (7.43) 右 端 第 二 项 非 负 ， 故 由 式 (7.43) 得 


ES dX ,vd Dh dv,v) 


iot tol 


取 v。= vs， 则 得 证 。 
习 题 


1 设 G= (VY, 丰 ) 为 一 有 向 图 ， 其 各 强 上 单位 流 的 费用 机 数 为 同和 的 ， 试 证 以 f ,为 什 的 s-! 流 为 最 小 费 
用 的 充分 必要 条 件 是 深 有 负 的 碱 秆 网 路 。 . 

2， 在 图 7 一 15 中 找 一 个 最 小 费用 的 极 大 s-! 流 。 图 中 每 条 边 上 的 第 一 个 权 表 示 它 的 容量 ， 第 二 个 权 表 
示 单 位 流 的 费用 。 

3， 试 证 一 个 对 称 的 x x a 失 阵 夕 =(d,,1)， 其 中 d,,: 都 是 非 负 的 整数 。 则 它 是 "个 顶点 、 强 长 均 为 } 
的 图 的 距离 扎 阵 充分 必 机 条 件 是 


2 


a 


149。 


图 7 一 与 ”最 小 费用 的 极 大 注 图 ? 一 16 定 址 


a d= 0, i=1, 2 ,ny 

8) 对 于 一 切记 = 1，2， ~ 8 和 P= 2 on ddipt dos 

5) 对 于 每 一 个 使 ,yi> 工 的 元 dr 必 有 一 个 辊 堵 h<<n， 使 d,s= 1 di drst dst 
4。 试 证 巷 多 是 树 T 的 蝶 离 逢 阵 ， 且 


en {dr} = dors 


刚 几 有 ao) = d (ve) = 1 ， 即 0, 和 vs 的 次 数 为 1。 

5。 证 明 每 一 个 3 x 8 距离 给 隆 ， 均 可 由 树 实现 。 

6。 试 给 出 -个 4 x 4 的 蝶 离 第 阵 ， 可 以 由 树 实现 的 充分 必要 条 件 。 
7。 对 于 图 7 一 16 求 ， 

a) G 的 距离 无 阵 信 5 

5》G 的 中 心 U3 

2) G 的 中 位 点 v。3 

d) 在 e=[4, 委 边 上 的 局 部 绝对 中 心 。 
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说 明 


MEX mE 


见 定义 2.3 


符 符 号 说 明 
AWG 见 定义 2.19 | mots » ma cA, By, 见 定义 2.5 
(A,B) 见 定义 2.5 | metA,B; 见 定义 2,5 
dé tx)s da x detx) 见 定义 2.6 Me . 见 定义 2.18 
Huw) 见 定义 4.2 PWeG 昂 定义 2.19 
devt Adevt Ars ky 见 定义 4,6 re 见 定义 7-13 
EW:G 见 定义 2.19 Ses Te 例 3.4 
GANAsUAD) 昂 定 义 2.18 DAO CAD OA, 见 定 义 3.7 
GuUG:G,nG， 见 定义 3.28 wm-G 见 定义 2.19 
Gi- GG.AG,. 见 定义 2,26 Xi~ Xmodg 第 六 章 第 七 节 之 三 
GT，UC 见 定 文 2.29 To， 见 定义 1.16 
G&G? 见 定义 2.31 CTIA、 见 定义 1.17 
GxGs 见 定义 2.32 Tgcw, Celtv), Perco) 见 定义 2.2 
G(e) 见 定义 35。1 Pispse 哆 定 义 7。10 
(GF IhF 见 定义 7.1 Duh), Peth 见 定义 7.11 
kG 见 定义 2.27 vGY, MG) 见 定义 3*.8 
K, 郧 定义 2,10 . 

Kos 见 定 文 2。11 


内 容 索引 
中 心 见 定义 7,10 标号 手续 
钨 对 ~ 见 定义 7.12 顶点 
局 部 ~ 见 定义 7.13 紧 ~ 
中 位 点 见 定 义 7.14 映射 
多 对 见 定义 7.16 iT， 
中 线 长 抑 定 文 7。14 T=Tl 4， 
色 对 一 见 定 义 7-16 
不 变量 见 定 义 2.25 
最 大 一 见 第 六 章 第 七 节 之 二 相 邻 顶点 
分 支 见 定 文 2\17 耐 
内 半 次 见 定 义 2.6 余 笃 
内 点 见 定 文 2-18 有 根 色 
半径 见 定 义 7.10 调 地 线 
绝对 ~ 见 定 文 7-13 流 
节点 见 定义 3.8 相 容 一 
可 达 性 见 定 义 4.1 守恒 ~ 
边 目录 方法 第 二 章 第 七 节 之 一 可 行 ~ 
可 做 度 见 定 文 4e7 ~ 的 值 
外 半 次 见 定义 2.6 向 前 ~ 
行 括 (x19xX2 se) 见 定义 1。28 向 后 ~ 
列 失 《ao 4s 网 定 义 1.28 要 型 ~ 
见 定 义 2,2 保 形 ~ 
见 定 义 2.2 整数 ~ 
甘 联 弧 族 更 定 文 2.7 绝 
回路 见 定义 2。.18 向 前 ~ 
基本 ~ 见 定 文 ?.18 向 后 ~ 
单 ~ 见 定 义 2.16 多 余 ~ 
有 效 长 魔 1Cf， 力 见 定义 7.5 射出 ~ 
ED FI 见 定义 7。5 对 人 ~ 
lr, F) 见 定义 7。5 关联 一 
充分 统计 量 见 第 六 章 第 七 节 之 二 ~ 割 集 
第 "短路 径 方 法 第 四 章 第 四 节 之 一 E39 
次 数 见 定义 2.6 伪 ~ 
折返 点 更 例 3.3 有 向 一 
弦 见 定 文 6.2 无 向 ~ 
弃 真 见 第 六 章 第 二 节 之 二 {ns ~ 
网 见 定义 5。1 p~ 
传输 ~ 兄 定义 6.1 单 恕 ~ 
醇 机 传输 ~ 见 定义 Se1 齐 次 ~ 
有 纺 一 吾 素 第 一 节 之 一 ， 同 题 对称 ~ 
整数 ~ 见 定 文 5.12 到 对 称 ~ 
偶数 ~ 见 定 义 5。12 完备 ~ 
部 城 见 定义 2.2 n 舍 团 一 
邻接 目录 方法 第 二 章 第 七 节 之 二 于 ~ 
部 黎 矩阵 方法 第 二 章 第 七 节 之 三 延伸 子 ~ 
极 小 截 见 定义 5.10 优 一 
交 澳 群 见 第 六 章 第 七 节 之 三 绝 权 ~ 
核 见 定义 5.2 边 权 ~ 
纳 仿 见 第 六 章 第 二 节 之 二 点 权 一 
环 见 定义 2.1 加 权 ~ 
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